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ГЛАВА 1 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ. ПРАВИЛА НЕПОСРЕДСТВЕННОГО 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

$ 1. Интегрирование. Учащийся уже раньше познакомился с тем 
фактом, что математические действия встречаются попарно, обра- 
зуя пары двух взаимнообратных действий. Такими парами, напри- 
мер, являются: сложение и вычитание (--, —), умножение и деление 
(Х, :), возвышение в целую положительную степень п и извлечение 

корня |( )”, у]. 

Далее, учащийся знает, что характеристики функций можно рас- 
сматривать тоже как действия и что эти действия также распре- 
деляются попарно: на прямые и обратные. Если заданная фун- 
кция обозначается через /(х), то, чтобы найти для характе- 
ристики } обратную характеристику ф, надо в равенстве y= f(x) 
переменить местами буквы уих, х={(уУ), и затем решить полу- 
ченное уравнение относительно буквы у, у==Ф(х). Характеристика 9 
и будет обратной для {}. Так, например, функции, написанные 
в одной колонне, обратны функциям, стоящим в другой колонне: 

х2- |, +Ух—1, 
ах, log, x. 

sin x, arc sin x. 

При этом следует обратить внимание на то обстоятельство, что 
в то время как прямые действия почти всегда однозначные, дей- 
ствия обратные чаще всего суть действия многозначные. Это 
можно подметить и на функциях, стоящих в правой колонне, из ко- 

торых первая У х — 1 имеет сразу два значения, последняя атс т х 
имеет одновременно даже бесконечно много значений. 

Учащийся имел дело еще с другими парами функций: 

f(x), Ф (х), 

из которых левая есть первообразная, правая же есть ее про- 
изводная; это обстоятельство записывают в виде сопровождающего 
пару равенства 

Ff’ (x) = ® (x). 

  

1*
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Дифференциальное исчисление имеет своей основной 
задачей следующую прямую задачу. 

Из заданной первообразной }(х) вывести ее производную Ф (Хх). 
Эту задачу можно символически изобразить в виде: 

f (x) ® (x). 
Задачу эту дифференциальное исчисление решает при помощи 

своего основного действия: дифференцирования (нахождения произ- 
водной). 

Интегральное исчисление имеет своей основной задачей 

следующую обратную задачу. 
По заданной производной Ф(х) отыскать ее первообразную Х(х). 
Эту задачу символически можно изобразить в виде: 

}(х) < Ф (х). 

Задачу эту интегральное исчисление решает при помощи своего 
основного действия: интегрирования. Интегрированием называется 
действие отыскания первообразней для заданной производной функ- 
ции Ф(х). Поэтому, в широком смысле: 

действие интегрирования обратно действию дифференциро- 
вания. 

В соответствии с этим названием действия отыскания первообраз- 
ных, каждая отысканная первоебразная /(х) для данной производ- 
ной Ф (х) называется интегралом (индивидуальным) от функции Ф (х). 

$ 2. Многозначность действия интегрирования: прибавочное 
произвольное постоянное. Неопределенный интеграл. Дифферен- 
цирование есть действие прямое и однозначное, ибо непрерывная 
функция /(х) не может иметь двух различных производных Ф (х). 
Интегрирование же есть действие обратное и, подобно большинству 
обратных действий, оно есть действие многозначное, дающее для 
заданной производной Ф(х) не один только резуль- 
тат /(х), но бесчисленное множество их. 

Для того чтобы убедиться в этом, вспомним сначала, что произ- 
водная постоянной равна нулю и докажем основную лемму. 

Лемма. Если непрерывная функция имеет всюду на каком- 
нибудь отрезке производную, равную нулю, тогда эта функция 
на рассматриваемом отрезке есть постоянная величина. 

Доказательство. Пусть функция Р(х) непрерывна на отрезке 
[2, В], и пусть в каждой точке х этого отрезка имеем: Р’(х) =0. 
Если рассматриваемая функция Р(х) не есть постоянная величина на 
этом отрезке, тогда на нем имеются такие две точки Хх; их., хх», 
в которых численные значения Р(х,) и F(x.) функции Е(х) заве- 
HOMO не равны одна другой: Р (х/1) = Р (%5). 

С другой стороны, применяя к отрезку [х1, х›| теорему о сред- 
нем Лагранжа, мы имеем: 

Р(х)—ЕР(х)==(х,— <). Е’ ©),
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где Ё есть величина, промежуточная между х, и х›, Xy<E< xX. 
И так как & есть точка отрезка [а, 5], то мы должны иметь: Р” (&) =0. 
Отсюда предыдущее равенство дает: Р (х.) — Е (х!) =0, что проти- 
воречит неравенству Р (х1) = Е (х.). 

Отсюда заключаем, что Р(х) есть постоянная величина на 
отрезке [а, 8]. 

Теперь мы можем доказать предложения. 
Прямая теорема. Если две функции отличаются одна от 

другой на постоянную величину, тогда они имеют ту же самую 
производную. 

Доказательство. Ибо, если имеем ^(х)—{(х) = С, где С 
есть постоянное и где функция У(х) дифференцируема, то тогда 
}* (х) = }(х)-Е С и, следовательно, мы имеем: 

af" (x) _ af ла 4 __ af (x) 
dx = dx ° 
  

Обратная теорема. Если две функции имеют my же самую 
производную, их разность есть постоянная величина. 

41” (х) _ df (x) Доказательство. Ибо, если имеем я Е 

47° (х) — 7] _ 4 (®) af (x) _ 
ах ах ах _ 0, 

  » TO тогда 

  

и, следовательно, по доказанной основной лемме, мы имеем: 

Г) —Л(х)=С 

где С — постоянная величина. 
Из доказанных предложений сразу же вытекает многозначность 

действия интегрирования. 
Ибо, если для заданной производной Ф(х) нам удалось отыскать 

какую-нибудь индивилуальную ее первообразную f(x), TO Torga: 
во-первых, всякое выражение /(х)--С, где С есть любое вы- 

бранное постоянное, окажется также первообразной для рассматри- 
ваемой производной Ф(х), потому что функции }(х) и f(x)+C or- 
личаются на постоянную величину (прямая теорема); 

во-вторых, каждая без исключения первообразная /*(х), какой 
бы она ни была для производной Ф(х), выразится в виде }(х)-С, 
где С есть постоянное, потому что обе первообразные функции /* (х) 
u f(x) имеют ту же самую производную Ф(х), и значит. имеем 
f* (x) — f(x)=C, где С, постоянное (обратная теорема). Следова- 
тельно, [*(х) = (х)- С. 

Таким образом: 
если }(х) есть какая-нибудь индивидуальная первообразная 

Эля заданной производной ®Ф(х), то совокупность всех первооб- 
разных для D(x) заключена в выражении }(х)-Е С, где С есть 
произвольное постоянное.
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Выше мы назвали какую-нибудь найденную первообразную /(х) 

для заданной производной Ф(х) интегралом (индивидуальным) от 

функции Ф (х). 
Общее же выражение /(х) -- С, гдеС — произвольное посто- 

янное, носит название неопределенного интеграла от функции Ф (х). 
Первое слагаемое f(x) этого выражения называется функцио- 
нальной частью неопределенного интеграла. Второе слагаемое С 
называется постоянным интегрирования. Это число не зависит от 
переменного х, называемого переменным интегрирования, и его 
величина может быть выбрана по желанию; поэтому его называют 
прибавочным произвольным постоянным, или произвольным по- 
стоянным неопределенного интеграла. 

ad {x4 3 № .. 
Пример. Так как ax 7) == Хз, то функция -4 является первообразной 

x4 “ 5 
для х3. Поэтому 4 есть индивидуальный интеграл от х3. Такими же ин- 

х4 x4 

дивидуальными интегралами от хЗ будут, например, функции a+ 25 7 

x4 
и так далее. Выражение же ate, где С есть произвольное по- 

<“ 
x4 

стоянное, есть неопределенный интеграл от хз. Первое слагаемое 4 есть 

функциональная часть неопределенного интеграла от ХЗ. Второе слагае- 
мое С есть постоянное интегрирования; численную величину его можно 
брать какой угодно. 

Произволом постоянного интегрирования пользуются для того, 
чтобы из всех первообразных для данной производной Ф(х) отыскать 
ту, которая имеет какие-нибудь наперед предлисанные свойства. 

Например, в целях практики часто требуется решить задачу: 
выбрать численное значение постоянного интегрирования так, 

чтобы получить первообразную, имеющую в заданной заранее 
точке Ху наперед предписанное численное значение уу. 

Решение. Пусть Ф (х)— данная производная функция и }(х)-- С — 
неопределенный интеграл от Ф(х). Постоянное интегрирования С 
нужно выбрать таким, чтобы первообразная /(х)--С ana x= xy 
была равна У. Значит, мы должны иметь }(х)--С = у. Опреде- 
ляя из этого уравнения величину С, мы находим С —= — Х(х)-- У. 
Отсюда искомая первообразная будет: 

f(*) — Ло- У. 

Пример. Найти первообразную для хз, имеющую в точке х=2 вели- 
чину 17. 

. xt 
Решение. Неопределенный интеграл от х3 пишется в виде aT C. Tpe- 

x4 
буется выбрать С так, чтобы получилась первообразная gt С, имеющая
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при х=2 величину 17. Это означает, что мы должны иметь равенство: 

4 СЕ, ии 44С=И. 
4 

Отсюда С = 13. Первообразная = -[ 13 в самом деле имеет величину 17, 

когда х =2. 

Учащийся должен обратить внимание на то, что решение задачи 
есть решение единственное и вполне определенное, так как среди 
всех первообразных /* (х) для функции Ф(х) имеется одна и только 
одна первообразная }/(х)--С, принимающая значение у’ в точке ху. 
Ибо, решая эту задачу, мы получили только одно значение для 
постоянного С, С —= — 1 (ху) -- У, дающее эту первообразную. 

$ 3. Определенный интеграл. Хотя у всякой данной производ- 
ной Ф(х) имеется бесчисленное множество первообразных, однако 
все они обладают следующим общим свойством: 

приращения, получаемые первообразными в концах какого- 
нибудь данного отрезка [а, 6 |, все равны друг другу. 

Доказательство. В самом деле, если f,(x) u fo(x)— две ка- 
кие-нибудь первообразные для Ф(х) на отрезке [а, 6], их разность 
Ъ(х) — р (х) есть величина постоянная на этом отрезке. Значит, 
имеем на [а, 6] равенство }(х) — }, (х) =С, где С — постоянное. От- 
сюда находим: [(х)==):(х)--С. (Следовательно, имеем: f,(0) == 
— /1 (5) Си Л. (а) = 1. (а) С. Вычитая второе равенство из пер- 
вого, получаем: 

№2 (6) — 1» (а) =}. (6) —Л@). 

Значит, приращения, испытываемые первообразными для задан- 
ной Ф(х) при переходе их аргумента х от значения а к значе- 
нию 0, все равны друг другу, ч. т. 0. 

Как важное следствие мы заключаем, что: 
приращение }(6)— (а) первообразной есть величина, от нее 

не зависящая, но обусловленная только самой природой произ- 
водной с Ф(х), да еще числами аи 6. 

По этой причине приращение }(5) — Г(а) обозначают просто че- 

рез Г, не указывая первообразной Г(х), от каковой это приращение 
совсем не зависит, и называют определенным интегралом от функ- 
yuu D(x) между пределами а и, причем число а пишется внизу 
и называется нижним пределом, а число В пишется вверху и назы- 
вается верхним пределом. 

Не забудем, что при этом предполагается непрерывность данной 
функции Ф(х) на отрезке [а, В]; следовательно, ее течение на этом 
отрезке не имеет никаких особенностей в виде разрывов, уходов 
в бесконечность и т. д, 

Пример. Вычислить определенный интеграл от функции хз между пре- 
делами | и 5.
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. x4 
Решение. Неопределенный интеграл от функции х3 есть at С. Возь- 

4 4 14 
мем какую-нибудь первообразную от х8, например =. Имеем: J? = я —ч == 

= oe — = os — 156. Следовательно, определенный интеграл Е от функ- 

ции х3 равен 156. 

Когда производная Ф(х) нам дана на каком-нибудь отрезке [А, В], 
на котором она непрерывна, и когда @ и В — две какие-нибудь данные 
точки этого отрезка, тогда определенный интеграл / есть просто 

число. Но если нижний предел а есть величина постоянная, а верх- 
ний предел б есть величина переменная, не выходящая за отрезок 
[А, В], тогда определенный интеграл /? становится функцией своего 

верхнего предела В и тогда важно знать свойства этой функции. 
С этой целью обозначим через х верхний предел 6 определенного 
интеграла Г, положив б=х, и рассмотрим определенный интег- 

pan Jj с переменным верхним пределом х. 
b Так как по самому смыслу определенного интеграла /« мы имеем 

равенство: 

Ig = f (6) — f (a), 

где /(х) есть какая-нибудь первообразная для Ф (х), выбранная про- 
H3BOJIbHO, то, делая в этом равенстве р = х, мы находим: 

a= f (x) — f(a). 
Поэтому, беря производную по х от обеих частей этого равен- 

ства, мы получаем: 

— —ы—ы eee 
а  а’(х)  ау(а) _ __ ae ds i; = D (x) — 0 = ® (x). 

Таким образом, определенный интеграл [1 с переменным верх- 
ним пределом xX есть первообразная функция для Ф(х). Эта 
первообразная равна нулю при х=—а, ибо 

a= f (a)— f(a)=0. 

Отсюда, на основании предыдущего, заключаем, что определен- 
ный интеграл [а есть та единственная первообразная для Ф(х), ко- 
торая уничтожается в точке а. 

Выражение же 
x 

atC, 

где С есть произвольное постоянное, является, очевидно, 
неопределенным интегралом от функции Ф(х), ибо, при измене- 
нии С, дает все первообразные для Ф(х).
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Когда С задано, выражение /„-|-С дает первообразную, равную 
С в точке х = а. 

$ 4. Основная теорема интегрального исчисления о вычис- 
лении определенного интеграла. В предыдущем параграфе мы ви- 

дели, что определенный интеграл [2 от функции Ф(х) между преде- 
лами аи ф, будучи равен приращению }(6) — / (2) любой первооб- 
разной f(x) для Ф (х), от первообразных в действительности нисколько 
не зависит, но зависит только от самой производной функции Ф(х), да 
еще от пределов а иб. Однако эта зависимость определенного инте- 

грала /2 от функции Ф(х) и чисел д и 6 является зависимостью очень 
темной, и интегральное исчисление поэтому начинается с указания 
того действия, которое нужно выполнить прямо над отрезком [а, 6] 
и непрерывной на нем функцией Ф(х), чтобы иметь определенный 

интеграл 

№ = fb)—f (a). (1) 

На первый взгляд кажется, что получить определенный интеграл п 
таким прямым образом через отрезок [а, Bb] и функцию Ф(х) 
очень легко, так как для этого достаточно лишь применить теорему 
о среднем Лагранжа (часть I, § 144), написав равенство 

f()—f(@=(6— a9), (2) 

где Ё обозначает величину, промежуточную между а и ф (рис. 1). 
Но, чтобы правая часть равенства (2) стала известной, нам нужно 

знать точное местонахождение средней величины Ё А теорема 

, 5 
а “° 7 

Рис. 1 

о среднем не дает никаких указаний на этот счет, она только гово- 
рит нам о том, ‚что $ лежит на отрезке [а, 6] где-то между его 
концами. 

Для того чтобы смягчить эту неопределенность местонахождения 
точки & на отрезке [а, 6], разбивают этот отрезок на п 
мелких отрезков и применяют к каждому из них тео- 
рему о среднем. Делается это следующим образом. 

Сначала наносят на отрезке [а, 5] точки деления: они берутся 
заранее нам известными и всего их будет п— 1. Их обозначают по 
порядку, двигаясь от а к 0, через х,, х,,..., хь..., Хил. Для 
однообразия рассуждений начальную точку 4 обозначают через ху и 
конечную точку б через х„. 

Сообразно этому, самый левый отрезок [а, x,] называют началь- 
ным, или нулевым; следующий отрезок [х\, х.| — первым, следующий



10 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ГЛ. 1 

за ним [х., хз] — вторым и т. д. Вообще, отрезок [х;, х\+и на- 
зывают {-м. И, наконец, последний отрезок [х„_1, 6] называют п — 1-м 
(рис. 2). 

о в Ens 
<=> ° a OS ee - 

ag & Zp Lin 2, -, 
Рис. 2 

   

Если при пробеге отрезка [а, 6] от точки а к точке 6 рассмат- 
ривать абсциссу х, как старую, а абсциссу х,;+, как новую, тогда 
разность х;+, — х; нужно назвать приращением абсциссы х; и нужно 
ее обозначить через Ах,, т. е. написать равенство 

Ху: — X= Ах,, (3) 

где может явиться любым числом из ряда 0, 1, 2,..., п 1. 
С другой стороны, разность х;+, —х, очевидно, равна длине от- 
резка [хь Х;+1|. Таким образом, Ах есть длина нулевого отрезка, Ах, 
есть длина первого отрезка, Ах. есть длина второго отрезка ит. д. 
до последнего отрезка, длина которого есть Ах 

Теперь теорема о среднем дает равенства: 
для нулевого отрезка: 

F(%1) — f (a) = (%, — a) ® &y) = ® (8) + Axo, 

для первого отрезка: 

F (%2) — f (x1) = (x2 — х)Ф (&,) = OE,) - Ax, 

для второго отрезка: 

Ff (%3) — f (x2) 

n=mte 

= (X3— х›) Ф ($,) =Ф (5) - Ах, 

для #-Го отрезка: 

F (% 4.1) —F (4%) = (%i41— *) OE) = @ &)) - Ax, 
e e e e e e ® e e e e e e e e e @ ® e ® e ® e 

для п— 1-го отрезка: 

716) — Ff (%,_-d — (6—x,_)® (1) = ® CG, ° Ах, 

где &, &1, 6, „...р..., &_1 СУТЬ Нам неизвестные точки, находя- 
щиеся соответственно на нулевом, первом, втором, ..., #-м, .. 
п — 1-м отрезках. 

Складывая написанные равенства, мы получаем: 

16) — f(a) = © (&) Axg + ФЕЛАх, ФЕ) Ах, |... + OE) Ax, + 
Hee FOE Dar (4
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Учащийся должен иметь в виду, что хотя равенство это и есть 

совершенно точное, однако для окончательной нашей цели вычисле- 

ния неизвестной величины }(5)— (а) оно совсем не пригодно, ибо 
мы не знаем местонахождения средних величин &, 
EL, So, sees Sp з..» би_1 На соответствующих отрезках. Эти средние 
величины пишутся лишь на основании теоремы о среднем. 

Если теперь вместо этих неизвестных нам точек &, &,, &, .. 
Ё,:.., @и_1 МЫ возьмем какие-нибудь другие точки &, 8, &, ..., 

Ge eee, Sy, Также по одной лежащие на указанных отрезках, то 
тогда уже нет никаких оснований ожидать, чтобы аналогичная сумма 

Ф (&) Ах -- $ (5) Ах, Ф® (6) 4х, ... +Ф() Ах... 

+-® (1) AX,-1 (5) 

оказалась 6 точности равной (5) — }(а). Зато мы можем вы- 
числить, насколько может эта новая сумма уклоняться от } (65) — }(а). 

Действительно, составляя разность 

[16 — (ал — [® б)Аж--Ф (Ах... ФА... 
+$(&_)Ах,_ 1, (6) 

мы видим, что она получается вычитанием суммы (5) из обеих частей 
равенства (4) и, значит, равна выражению: 

[Ф()—® (5) Ах - ... -Н[Ф ($) —$Ф (I Ax,+ ... 4 

+-[® (2-1) —® (и) Ах 4: (7) 

Лля того чтобы оценить это выражение, обратим внимание на то, 
* 

что обе точки & и $, находятся на отрезке [ху, Хх}... Функция же 
Ф(х) предполагается непрерывной на отрезке [а, 6]. Это означает, 
что для всякого сколь угодно малого положительного = имеется 
такое положительное число чт, что обязано быть справедливым не- 
равенство 

| D(x”) — O(x’)| <e (1) 

всякий раз, как будет удовлетворено неравенство 

| x” — x | <9. (Il) 
Отсюда следует, что если наибольший из отрезков [а, х!|, [х., Xo, 

..+, [X%,-1, 5] меньше по своей длине чем 3, то тогда мы будем 
иметь для всех величин Г неравенство 

1: — | <т, (II*) 

и поэтому обязательно будет справедливо неравенство 

|® ($) —$(;)| <= (I*) 
для всех величин i.
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А из неравенства (|*) следует, что абсолютная величина выраже- 
ния (7) не может превосходить вумму 

eAxyf-eAx,+ ... +2eAx,+ ... +eAx,_1, 

равную, очевидно, количеству: (р — а). Так как таковое делается 
бесконечно малым, когда = имеет пределом нуль, то это указывает 
на то, что разность (6) есть обязательно величина бесконечно 

малая. А отсюда следует, что f(b) —f(a) есть предел суммы (5). 
Таким образом, мы пришли к важнейшему предложению. 
Основная теорема интегрального исчисления. Пусть Ф(х) 

функция, непрерывная на данном отрезке [а, 5], имеющая перво- 
образную f(x). Разделим этот отрезок на п мелких отрезков, 
длины которых суть Ах, Ах, ..., Ах, & выберем соответ- 
ственно в каждом из них по одной какой-нибудь точке: &, 8, 

...» 6. „_1. Гогда разность }(6) — }(@) есть предел суммы 

Ф (3 Аж--Ф (5) Ах, ... $ (1) Ах,-ь (5) 

когда число п этих отрезков возрастает безгранично в то 
время, как длина всякого из них стремится к нулю. 

Из доказанной основной теоремы интегрального исчисления вы- 
текает следующее общее правило нахождения определенных инте- 
гралов. 

Чтобы найти определенный интеграл /2 от заданной нам непре- 

рывной на отрезке [а, 6] функции Ф(х), нужно выполнить следую- 
щие шаги. 

Первый шаг. Разделить отрезок [а, 6] на п отрезков, 
длины которых (считая по порядку от точки а к точке 5) 
суть Ах, Ах, ..., АХ 1. 

Второй шаг. В каждом из этих отрезков выбрать про- 
извольным образом по одной точке: &, Е, ..., 1. 

Третий шаг. Для каждого отрезка [х,, X;4,] составить 
парное произведение Ф (5) Ах; величины Ф (5) данной функции 
Ф(х) в выбранной точке Е на длину Ах; этого отрезка и все 

получившиеся п парных произведений сложить: 

Ф (Аж Ф (5) Ах. ... OE, 1) Axi. (5) 

Четвертый шаг. Найти предел составленной таким 
образом суммы п парных произведений, когда п безгранично 
увеличивается и когда наибольшая из длин Вх; стремится 
к нулю как к пределу. Это и будет искомым определенным 
интегралом РВ = } (5) — Г(а).
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$ 5. Характер основного действия интегрального исчисления. 
Обозиачения определенного и неопределенного интегралов. 

Мы знаем, что общее правило дифференцирования 
(см. часть |, $ 55) разбивается на четыре шага, причем три пер- 

вые шага имеют в виду лишь составить выражение a при 

конечном Ах, и только четвертый шаг есть завершающий, ибо 

в нем предлагается отыскать предел составленного выражения x ‚ 

когда Ах приближается к нулю как к пределу. 
Однако при этом не делается никаких указаний на то, каким 

образом на деле, т. е. в действительности, мы должны искать 
этот предел. Это отсутствие указаний вполне понятно, потому что 
в общем случае их и невозможно сделать. Поэтому-то в дальнейшем 
изложении дифференциального исчисления единое общее правило 
дифференцирования заменяется системой 20 правил, указан- 
ных в двух таблицах, данных в 5 57 ив 6 90 части [. Эти 20 правил 
являются системой гораздо более узкой, чем общее правило 
дифференцирования, и не дают возможности дифференци- 
ровать любую функцию /(х), имеющую производную, но зато они 
охватывают многие и многие практически встречающиеся случаи и, 
что важнее всего, всякий раз доводят дифференцирование до 
самого конца, тогда как четвертый шаг общего правила 
дифференцирования не способен этого сделать и является, 
в сущности, действием неоперабильным, т. е. вычислением не- 
вычислимым. 

Аналогично обстоит дело и в интегральном исчислении. 
Его основным действием является нахождение определенных инте- 
гралов, и это действие также разбивается на четыре шага, из ко- 
торых три первые шага имеют в виду составление суммы 
Ф (5) Ах --Ф (5) Ах,--... Ф(5._,) Ах, ав четвертом за- 

вершающем шаге предлагается отыскать предел этой суммы, когда 
все Ах; стремятся к нулю. 

Таким образом, в то время как дифференциальное исчи- 
сление ищет пределы отношения двух бесконечно малых, в это 
самое время интегральное исчисление ищет пределы сумм 
неограниченно возрастающего числа бесконечно малых слагаемых. 
И отыскивание пределов таких сумм еще в большей степени является 
действием неоперабильным и вычислением невычислимым. Но так как 
при изучении природы (в физике, химии), в механике и геометрии 
очень часто приходится искать пределы таких сумм, то интеграль- 
ное исчисление предприняло обходной путь: формальным, 
часто алгебраическим путем оно прямо разыски- 
вает первообразные /{(х) для данных производных 
Ф(х), а после отыскания первообразной составле- 
ние разности /(5) — (а) сразу дает точную величину
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определенного интеграла /2, являющегося, как мы сказали, 

пределом ценных для естествознания сумм бесконечно малых. 
Такая алгебраическая сторона интегрального исчисления делается 

возможной лишь по установлении целесообразного обозначения для 
определенного и неопределенного интегралов. 

Для этого, прежде всего, сумму 

Ф (5) Axy + ® (Ei) Ax,+ ... +0 (FE) Ax; ... + OF )Ax, 1 

(5) 
вообще очень длинную, пишут сокращенно в виде: 

i=n—1 

S Be) Ax, 
i=0 

выписывая сначала латинскую букву $, как знак действия суммиро- 
вания (сумма = зитта), и под знаком суммы $ выписывая так назы- 
ваемый «общий член» суммы, Т. е. такое ее {-е слагаемое, которое 
становится и начальным (нулевым) слагаемым, и первым, и вторым, 
и, наконец, последним, п — 1-м, когда дают { значения 0, 1,2, 
..., п— |. 

Затем, вспоминая, что & есть какая-нибудь выбранная точка на 

отрезке [х» Х1 4.1] принимают за & его левый конец, т. е. пола- 

гают # =х,. Тогда сумма (5) получает вид: 

f=n-1 

S ® (x,) Ax;. 
i=1 

Далее, вместо указания внизу и вверху знака суммы © пределов 
знака #, просто ставят указания на начальное значение х,, т. е. 
букву а, и на последнее значение х;, т. е. букву Ь*. После указан- 
ного изменения сумма (5) напишется в виде: 

b 
ох (х)Ах,. 

Потом просто опускают ставший ненужным значок Ё у абсцисвы, 
в силу чего сумма (5) приобретает вид: 

b 
S Ф (х) Ах, 

  

1 Строго говоря, последним значением абсциссы х; является не $, но 
Xn-1. Ho ono бесконечно мало отличается от $ и, притом, прибавление 
к сумме бесконечно малого слагаемого Ф (5) 46, разумеется, не изменит 
предела этой суммы.
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И, наконец, вспоминая, что приращение Ах независимого перемен- 
ного х и его дифференциал 4х являются одним и тем же, ибо имеем 
Ах = ах, сумме (5) дают окончательный вид: 

b 
S ® (x) dx. (5*) 

Но учащийся должен твердо помнить, что в формуле (5*) речь 
идет о настоящей сумме, состоящей из конечного числа слагаемых. 
Об этом говорит поставленная впереди буква 5 (зитта). Глядя на 
формулу (5*), учащийся легко может уже не сокращенно, но пол- 
ностью выписать всю эту сумму: для этого он должен разделить 
отрезок [а, 6] на конечное число отрезков [х;, х,.:| и умножить 
величину данной непрерывной функции Ф(х), вычисленную в левом 
конце х, каждого отрезка, на его длину Ах; =х,.1—х;. Все по- 
лученные таким образом парные произведения Ф (х,)Ах; он должен 
сложить. Это и будет полностью развитой суммой (5), сокращенное 
изображение которой написано в виде формулы (5*). 

Найдено было целесообразным дать такое обозначение пределу 
суммы (5*)}, которое носило бы на себе отпечаток происхождения 
этого предела, т. е. следы суммы (5*). Для этого оставляют внеш- 
ний вид суммы (5*) тем же самым, только вместо буквы 5, обозна- 
чающей настоящую сумму конечного числа слагаемых, пишут знак {, 
представляющий собой сильно вытянутую букву 5. 

Таким образом, определенный интеграл /2 пишут в виде: 

b 

f ® (x) dx (8) 

и произносят: «определенный интеграл от а до 6 эф икс дэ икс». 
Учащийся должен быть предупрежден, что формула (8) не обо- 

значает никакой суммы; она отнюдь не есть какая-нибудь «сумма», 
хотя бы и бесконечно малых, но есть лишь предел такой суммы. 
Смещивать же сумму (настоящую) с пределом суммы нельзя. 

Таким образом, мы имеем право писать только 

b b 
J ® (x) dx =lim § ® (x) dx, (9) 

a a 

или, в развитом виде. 

b 

f © (x) dx = lim [D (xq) Axo + @ (x,) Ax, ... + O(x,_)A,_ i. (10) 

Так как, с другой стороны, определенный интеграл ГР равен 

разности значений }(6) — f(a) какой-нибудь первообразной /(х) для
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Ф(х), то мы приходим к основной формуле интегрального исчисления: 

b 

f ®@)dx=fO©)—s@), (11) 
a 

roe D(x) =f" (*). 
Соответствующее практическое правило вычисления 

определенных интегралов таково: 
b 

для фактического вычисления определенного интеграла f DM (x) dx 

a 

не нужно производить никакого перехода к пределу, а нужно вы- 
полнить следующие два шага. 

Первый шаг. /Г/остараться отыскать для заданной не- 
прерывной функции Ф(х) какую-нибудь ее первообразную Г(х). 
Эти поиски, вообще, не требуют никакого перехода к пределу, 
так как ведутся формальным способом или даже чисто алге- 
браически. 

Второй шаг. Найдя первообразную f(x) для Ф(х), со- 
ставить разность } (5) — Г(а). 

Эта разность / (6) — 7 (а) и будет тем пределом суммы Ф (х.) Ах. -- 
+ O(x,)Ax,+ ... + 0(%,_,)A4%,_;, для разыскания которого у нас, 
вообще, нет никаких других средств. 

b 

По поводу самого обозначения f Ф(х)4х определенного инте- 

a 

грала следует заметить, что числа а и 6, носящие соответственно 
названия: нижний предел интеграла и верхний предел интеграла, 
на самом деле никакими «пределами» не являются, будучи просто’ 
границами изменения переменного х. Самое это переменное х также, 
собственно, не является настоящим переменным, будучи в действи- 
тельности лишь кажущимся переменным. Его иногда так и назы- 
вают, но чаще всего применяют название «переменное интегриро- 
вания». Переменное интегрирования не есть настоящее переменное 
и имеет лишь служебное назначение. Так, когда мы берем сумму 
всех натуральных чисел от 1 ло 100, то, вместо того, чтобы ее 
выписывать полностью 

141243... + 100 = 5050, 

мы можем написать ее сокращенно, указав «общий член» под знаком 

суммы 

{= 100 

S i== 5050. 

i=l
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Здесь { есть кажущееся переменное, а не настоящее, ибо 
окончательный результат 5050 от i He зависит. Поэтому это кажу- 
щееся переменное, являющееся лишь переменным суммирования, 
т. е. развертывания, один за другим, слагаемых членов, можно обо- 
значить и какой-нибудь другой буквой, например, / или №, ибо ре- 
зультат 5050 будет тот же самый: 

j=100 #=100 

$ 1=5050, 5 &=5050. 
j=1 k=1 

b 

Точно так же и допредельную сумму S Ф(х)4х можно написать 
a 

b b 

без изменения ее величины, в виде Saw dt или S Ф (9) 4ч. 
a a 

b 

Поэтому и определенный интеграл Г Ф (х)ах имеет ту же величину, 
а 

как и определенные интегралы 

[oma HAM fo cae. 

Основной отрезок [а, 6] называется областью определенного 
интегрирования, или, чаще всего (но менее правильно), интервалом 
интегрирования. 

Самое действие отыскания величины определенного интеграла 
b 

J Ф(х)4х посредством перехода к пределу суммы Ф(х) Ах, — 

a 

+-@M(x,)Ax,+ ... +0(%,_,)Ax,_, HasbipaeTcA интегрированием. 
Поэтому слово «интегрирование» имеет двойное значение: во-пер- 
вых, оно обозначает отыскание первообразной )(х) по ее произ- 
водной Ф(х) или по ее дифференциалу Ф (х) ах; во-вторых, оно 

b 

обозначает отыскание прямым образом предела f Ф (х) 4х выше- 

а 

указанной суммы Ф (х,) Ах -- Ф(х)Ах,--... -- Ф(х,_1)Ахи_и, т. е. 
самое действие перехода к пределу. Чтобы различить друг от друга 
эти два смысла слова «интегрирование», первое интегрирование 
называют «неопределенным интегрированием», второе интегриро- 
вание называют «определенным интегрированием». 

Оба рода интегрирования теснейшим образом связаны между 
собой. 

2 Интегральное исчисление
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С одной стороны, знание неопределенного интеграла f (x)+C 
от производной Ф(х) тотчас же дает возможность вычислить опре- 

b 

деленный интеграл f M(x) dx для любых пределов а и 6$, так как 

а 

имеем. 

b 

[Ode =f()—fO. 

С другой стороны, умение вычислить определенный инте- 
x 

грал Г Ф (1) 4 с переменным верхним пределом для функции Ф 
а 

тотчас же дает знание неопределенного интеграла }(х)--С от функ- 

ции Ф(х), так как еще в 5 3 мы видели, что выражение 7/1 С, 
при С произвольном постоянном, является неопределенным интегралом 

x 

от функции Ф(х). И так как мы имеем равенство Г; == J ® (f) dt, 

a 

то неопределенный интеграл от функции Ф(х) напишется в виде !: 

x 

f ® (tf) dt +-C. 
a 

Ввиду столь тесной связи обоих интегрирований, условились 
обозначать неопределенный интеграл от данной непрерывной 
функции Ф(х) символом 

fo (x) dx, 

не указывая пределов интегрирования и не указывая добавоч- 
ного произвольного постоянного С. Это постоянное интегрирова- 

ния С подразумевается всегда уже включенным в знак J Ф (х) ах 

неопределенного интеграла, так что учащийся должен научиться 

видеть в символе f Ф(х)4х не одну какую-нибудь первообразную 

для Ф(х), а сразу всю бесконечную совокупность их. Таким образом, 

  

x 

1 Писать [ Ф(х)ах нельзя, ибо не следует одной и той же буквой x 

а 

обозначать и кажущееся переменное (х внизу) и истинное переменное 
(х вверху).
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прибавочное произвольное постоянное С всегда должно сопровождать 

найденный окончательно неопределенный интеграл f Ф(х)ах, хотя 

в символе оно явным образом и не выписано. Например: 
x4 

а) если Ф (х) = хз, то следует писать fx dx = -+C, a He 

x4 

4 
Ъ) если Ф(х) =‹созх, TO f cos x dx = sinx-+-C, caenopatenbHo, 

не надо забывать прибавить С в окончательном результате; 
1 ах 

с) если Ф(х) = ТЕ, то мен х ЕС. 

$6. Взаимная обратность знаков дифференциала & и неопре- 

деленного интеграла f . Мы знаем из предыдущего параграфа, что 

только одну функциональную часть неопределенного интеграла 

неопределенное интегрирование есть действие отыскания первообраз- 
ных /(х)--С по данному дифференциалу Ф(х) 4х, так что имеем: 

f ®(x)dx = f(x) +6, (1) 
причем 

df (x)= ® (x) dx, (2) 
ибо f’ (x)= (x). 

Дифференцируя обе части равенства (2), мы имеем: 

d { ®(x) dx = d| f(x)-+-C] = df (x) = ® (x) dx, 

т. е. окончательно 

d f ®(x) 4х —=Ф (х) ах. (3) 

С другой стороны, заменяя в левой части равенства (1) дифферен- 
циальное выражение Ф(х)4х по формуле (2) через аХ(х), мы 
находим: 

Гагод= лес. (4) 

Полученные равенства (3) и (4) очень ясно показывают, что 
действие дифферэнцирования 4 и действие неопределенного инте- 

грирования [ суть действия взаимнообратные. В самом деле, ра- 

венство (3) говорит нам о том, что два взаимнопротивоположные 

знака Ди Г ‚ будучи поставлены рядом (в комбинации 4 J ‚ где сна- 

чала стоит 4 и уже за ним | ), уничтожают друг друга, так что мы 

можем их просто зачеркнуть в левой части равенства (3) и тогда 

Ox
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получится правая его часть. Равенство же (4) говорит нам, что и 

в комбинации f d (rae сначала стоит f и уже за ним а} оба знака 

тоже взаимно уничтожают друг друга, так что их можно просто. 
зачеркнуть в левой части равенства (4) и тогда получится правая 
его часть, но без прибавленной постоянной интегрирования С. 
Это прибавление нужно не забыть сделать, так как неопределенное 
интегрирование есть действие многозначное, всегда дающее при- 
бавочное произвольное постоянное С. 

Деля равенство (3) на 4х, мы получим: 

= ] Ф (х)ах =Ф(х). (3*) 

С другой стороны, вспомнив, что а4/(х) = (х)ах, мы можем 
равенство (4) переписать в виде 

[ледах лес, (4*) 
что равносильно равенству 

ах ух С. (4**) 
а 

Мы видим, что знаки производной —— и неопределенного инте- 

грала f не вполне противоположны, так как не могут без остатка 

уничтожать один другого, ибо этому препятствует 4х. Таким обра- 
зом, истинно-противоположными оказываются только знаки диф- 

d 
ференциала 4 и интеграла Г. а не производной —— и инте- 

ах 

грала ] . 

Поэтому основной задачей  дифференциального исчисления 
является осуществление спуска от данной первообразной }(х) к ее 
дифференциалу Ф(х)4х; основной же задачей интегрального исчи- 
сления является осуществление подъема от данного дифференциала 
Ф(х)4х к его первообразной /(х)--С. Схематически это изобра- 
зится в виде: 

f р f(x)+C 

DM (x) dx ® (x) dx. 

Как всякое обратное действие, интегрирование труднее дифферен- 
цирования. Притом, продифференцировать можно каждую функ- 
цию /(х), которая пишется в конечном виде через элементарные 
функции, комбинируя их правилом «функция от функции». Проинте- 
грировать же можно далеко не каждую функцию Ф(х), даже если 
она и пишется очень просто.



§7 ВЗАИМНАЯ ОБРАТНОСТЬ ЗНАКОВ 21 

Замечание. На символ f Ф (х) 4х неопределенного интеграла уча- 

щийся должен смотреть как на знак, выражающий любую первообразную- 
для Ф(х), подобно тому как в алгебре буквы а, 8... обозначают любые 
числа. Сообразно этому С обозначает произвольную постоянную, и упо- 
требление ее столь своеобразно, что наверное будет вызывать a учащегося 
первое время некоторое недоумение; например, мы, складывая С -|- С, будем 
всегда писать в результате не 2С, а просто С, потому что, если С есть. 
произвольная постоянная, то и 2С есть тоже произвольная постоянная, 
и, значит, ее можно обозначать просто через С. 

Сумма скольких угодно произвольных постоянных и каких угодно чис- 
ленных постоянных пишется в виде только одной произвольной постоян- 
ной С. 

Учащийся, делая выкладки с неопределенными интегралами f ® (x) dx, 

всегда должен, имея в виду равенство (1), представлять произвольную по- 
стоянную С входящей в состав неопределенного интеграла. 

$ 7. О вычисляемости и невычисляемости неопределенных 
интегралов. Учащийся уже знает, что одной из важных задач инте- 
грального исчисления является: для заданной производной D(x) 
отыскать ее первообразную }(х). 

Здесь учащийся вправе спросить: 
Всегда ли имеется первообразная у заданной функции Ф (х)? 

Учажийся должен быть заранее предупрежден, что у всякой непре- 
рывной на отрезке [а, 6] функции Ф(х) действительно имеется 
первообразная Х(х). 

Это значит, что: 
всякая непрерывная на отрезке [а, В] функция Ф(х) может 

быть рассматриваема как производная от некоторой другой 
непрерывной функции f(x), T. e. f’ (x)= D(x). 

Эта важная теорема математического анализа не допускает ника- 
ких исключений: безусловно у всякой непрерывной Ф(х) имеется 
первообразная }(х). Совсем иной вопрос: 

как отыскать для заданной непрерывной функции Ф(х) ее 
первообразную f(x)? 

Этот вопрос уже совсем иной природы, потому что математиче- 
ский анализ, утверждая, что у всякой непрерывной Ф(х) имеется 
первообразная }(х), вовсе не собирается утверждать, что ее можно 
фактически (т. е. конечным образом) отыскать. И учащийся должен 
быть предупрежден O6 истинности этой важной теоремы мате- 
матического анализа, совсем независимо от того, умеет ли он оты- 
скать первообразную для данной непрерывной Ф (х) и можно ли ее 
вообще отыскать конечным образом. 

Учащийся должен знать, что алгебраические и всякие иные ко- 
нечные манипуляции необходимо приводят к весьма ограниченному 
кругу неопределенных интегралов 

[ Ф(х)ах,
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которые можно фактически (т. е. конечным образом) «взять», т. е. 
выразить через комбинации известных нам функций, как-то: алгебраи- 
ческих, тригонометрических, обратных круговых, логарифмических 
и показательных, взятых в конечном числе. Каждые из перечислен- 
ных функций, а также и их всевозможные комбинации (в конечном 
числе) составляют так называемый класс элементарных функций. 
Этот класс, однако, далеко не исчерпывает всех непрерывных функ- 
ций и, следовательно, далеко не всякий неопределенный интеграл, 
‘существование которого доказано, может быть выражен через эле- 
ментарные функции. Здесь наблюдаются на первых порах многие 
неожиданности, которые можно приписать как бы капризу случая. 

Рассмотрим, например, четырё интеграла: 

dx fe dx. 
nx x 

f ax Г sin x 
—_—. 9 ax. 
sin x Xx 

Интегралы первой строчки очень похожи на интегралы второй 
строчки, так как все их различие состоит только в том, что в них 
вместо п написано $. И, однако, между ними имеется большая раз- 

ница. Первый интеграл первой строчки не берется в элементарных 
функциях, второй же берется очень легко: 

In x In? x 
f 7 dx =-5 НС. 

Наоборот, первый интеграл второй строчки берется: 

      

ах х 

f sin x = Inig>-+-C, 

второй же интеграл не берется (в конечном виде). 

ах 
Тем не менее функции, которые изображаются интегралами Г Tax 

  

sin x 
f x ах, существуют; значения этих функций могут быть вы- 

числены с любой степенью точности посредством степенных рядов, 
т. е. эти функции определяются с помощью бесконечного числа 
простых алгебраических операций. 

Интегральное исчисление предлагает ряд целесообразных приемов, 
достаточных для довольно многих случаев. Но учащийся не должен 
заблуждаться относительно силы этих приемов: приемы эти лишь 
систематизируют и приводят в некоторый порядок первоначальный 
подход при помощи непосредственного нащупывания и догадки, и ни- 
чего более.
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8 8. Таблица основных интегралов и непосредственное инте- 
грирование. При современном состоянии науки интегрирование в сущ- 
ности есть процесс целесообразно направленных гаданий и попы- 
ток, для облегчения которых составлена таблица так называемых 
основных интегралов. 

Слособ непосредственного интегрирования, о котором здесь 
идет речь, состоит в том, что мы сравниваем данный дифферен- 
циал Ф(х)ах, который надо проинтегрировать, с формулами 
этой таблицы, и если окажется, что он там содержится, то 
интеграл найден. 

Если же его там нет, тогда все-таки пробуют его привести 
к одному из них, употребляя те или иные приемы, из которых неко- 
торые требуют большого искусства или даже удачи, и достигнуть. 
этого искусства можно только практикой. 

Ббльшая часть нашей книжки по интегральному исчислению будет 
посвящена интегрированию таких функций, которые часто встречаются. 
при решении практических задач. 

Таблица основных интегралов 

. Гал =л®-с. 
I. f af) du=a { f(v) dv. 

Ш. f F@) +9@—$@l d= 
= f fwdo+ f 9(v)do— [ фа. 

IV. Дот ТС, п — 1. 

У. | “= шо-НС. 

  

Ina 
VI. ав = “с. 

УИ. Гео ==е + с. 

VIII. [ зподо = —созо-С. 

IX, [ созо ао == зто-ЕС. 

dv 
X. | So =tevte. 

dv 
XI. | ho =cgo-e. 

XII. fitgudv=—incosv-+C,
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XIII. fctgudo=insinv+C. 

XIV. с = шв С. 

а о 
xv. зи (у-+4)-+ с. 

dv __ 1 v 
XVI. | pega tactic. 

    

dv ] “— а 

XVII. ет а + С. 

м _ 1, aty 
ХУи*. яр аи РС: 

dv . U 
XVIII. Vai—or = afc Sin a С. 

и а XIX, SoS In@v+Vwtat)+c. 

п. —- 2 

xx. [Ve Fdo= +9 жа С. 
XXI. Е: аа ==. У Е в + 5 шоу = 4?) | С. 

$ 9. Формулы 1, Пи Ш. 

Доказательство [. Дифференциал левой части есть: 4 faf@o= 

—а4}(%), ибо знаки 4 и Г в комбинации d Г взаимно уничтожаются ($ 6). 

Дифференциал правой части есть также @4/(9). Следовательно, имеем 

f аГ(9) — 1 (9) =<С. Отсюда f df (v) = f(w) +C. 

Доказательство П. Дифференциал левой части есть: 

а f af (v) dv = а/ (9) аз, ибо комбинацию 4 f надо зачеркнуть. Так 

как а есть постоянное, дифференциал правой части есть; 4 (a Г У (°) dv) = 

—а.а f f(v)dvu=af(v) dv. B cuny papencrsa дифференциалов, левая 

часть отличается от правой на постоянное. Следовательно, имеем 

f af()dv—a J fwydv=C. Отсюда Гау(о) аи =а | 1) ао, где 

выписывать произвольное постоянное С не имеет смысла, ибо оно 
уже включено в знак неопределенного интеграла, стоящего в правой 

части.



§ 10 ФОРМУЛЫ ТУ ИУ 25 

Словесно формула ИП читается так: 
постоянный множитель можно писать али перед знаком. 

интеграла, или после него, не изменив результата. 
Доказательство Ш. Дифференциал левой части есть: 

а [\/(о)-Н (9) — фо] ао = У (®)-Е $ (9) — Фу 40 = 
=f (v) du+ ¢ (wv) 40 —$ (о) 4. 

Дифференциал правой части есть: 

al f f@) dot [ ев) — [9 |= 

=d f fw)dv+d f e(wdv—a f ow) dv = 

= f (v)du+ ¢(v) du — (wv) dv. 

Раз дифференциалы обеих частей равны, самые эти части разнятся 
лишь на постоянное слагаемое, которое, однако, считается всегда 
вхолящим в состав неопределенного интеграла. 

Словесно формула Ш читается так: 
интеграл алгебраической суммы равен алгебраической сумме 

интегралов этих же функций, взятых отдельно. 
$ 10. Формулы № и У. ; 

Доказательство IV. Tak kak d( 2 +c)=oras, то мы 
п--1 

получаем: 

vit 
fora= С. 

Эта формула имеет силу для всякого численного значения пока- 
зателя п, кроме одного: п —=— 1, ибо тогда в правой части фор- 
мулы [У совершается деление на нуль. 

Поэтому случай п = —| рассматривается особо в формуле У, 
и он, действительно, дает совсем другой ответ. 

dv 
Доказательство \У. Так как d(Inv--C)=—_, TO мы по- 

лучаем: 

2. = шо--С. 

Эта важная формула читается: 
если под знаком интеграла стоит дробь, числитель которой 

есть дифференциал знаменателя, тогда интеграл есть нату- 
ральный логарифм знаменателя.
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ПРИМЕРЫ 1 

Выполнить следующие интегрирования: 

х6-+1 x7 
1. [ean тес = А+ по IV, где u == x uh n=6. 

3 

1 2 3 

2. f¥zar= [2 dx = +C=5 x76, nol, mevaxun=y. 

  

ах злу. 1. — — 3. f = fx ах=—5 тс = 5,2 -Г С, по ГУ, гео = хип = 3. 

4. Г ажах= а f sacra ro. по Пи У 

5. f @x8—5x2—8e +4) dx = 

= [2tax— f sxrdx— f axde+ [4ax= по Ш 

=2 [| мах 5 | мах 3 | хах-4 [ах= по [У 

x4 5х3 3х? 

= pag а НС. 
Примечание. Хотя каждое отдельное интегрирование и требует 

своего собственного прибавочного произвольного постоянного, мы пишем 
только одно произвольное постоянное С, обозначающее алгебраическую сумму 
всех этих отдельных прибавочных постоянных. 

6. Г —и+му м) ах = 

  

wf
 

ow
 

= [ах * а«— | bx? dx + | sex dx = по Ш 

i 3 
=a f x “dx —b f x-tax +30 f x? ах = no Il 

1 5 

= 2% p44 Сы m0 IV 

2 3 
5 

аа сх? -- С. 

2 2 3 3 7 4 5 

7. Да) ах = ах 9% 2 a® С 

1 Когда учатся интегрированию, учащийся должен вслух произносить 
интегрирование простых функций.
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Указание. Сначала развернуть куб разности. 
3 1 2 

> 2 2 2) 2 
8. | (a+ xt) хх TE) 1. 

Решение. Этот интеграл берется по формуле ПУ. Для этого помещаем, 
множитель 25° непосредственно левее хах, т. е. под знаком интеграла; 

обратную же величину 5; Помещаем перед знаком интеграла. Эти постоян- 

ные множители уравновешиваются друг другом по формуле ИП. Дальше срав- 

нивают с формулой ГУ, полагая в ней о = а2-|- 62х72, п = 5, dv = 268 х ах. 

1 1 

] (a2 -+ b2x2)" x dx = т f (a2 +- b2x2)" 262x dx = 

1 
1 8 

= f (a3 + 62x)" 62 dx% = р Г (a3 +- say? d (62x?) = 

! 1 
= 359 f (a2 -L 2x2)" d (a? + 622) = 

3 3 
1 

1 2, v? (a? +- 62x2)* 

Примечание. и должен остерегаться выносить за знак ин- 
теграла какую- -нибудь ф нкцию аргумента х или, наоборот, вносить под. 
знак интеграла какой-нибудь множитель, зависящий от х и стоящий перед 
знаком интеграла. Эти операции он имеет право проделывать с постоянными 

множителями (в силу формулы И), но отнюдь не с функциями, ибо от этого. 

обязательно изменится величина интеграла. 

Зах ах _ За. 21 с? 9. = Toa In (6 — с2х2) -- С. 

Зах ах а хах 
Решение. рае = ро. по П 

Это походит на У. Если мы поставим множитель 262 под знак инте- 
1 

грала, а его обратную величину Dea перед знаком интеграла, то величина 

выражения от этого не изменится. Дальше сравнивают с У, где о == 42-|- с2х2, 
du = 2c? x dx. 

Весь процесс интегрирования таков: 

— Saxdx 3, | wie x dx 3, 2хах _ 3а ] dx? 
“bt ctxt рые 2D 9-2 DQ” J аа = 

_ За ] с’ 4х _ 3a ] 4х? — _ За ] а (5? -- с2х?) 

2 2-м 902] 62--с2ха ~ 22 2 —|- сада = 

За dv 3a 3a 
= | 3 fe=% Inv -+-C, по у| = 34 In (62 + c2x2) + C,
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x3 dx x x3 

Решение. Сперва делим числихель на знаменатель. 

  

Тогда 5 1 
x == ха — — 
ep Г. 

Подставляем в интеграл, пользуемся Ш и интегрируем. 

2х—1 _ $ 
11. 9% 3 4-Я In (2x +- 3) С. 

Р. е. Делим: 2 подставляем Ш ешение. Делим: 5. = 5х3, д ем, пользуемся 

и т. д. 

  

    

ЗАДАЧИ 

Выполнить и проверить следующие интегрирования: 

4 — У 
1. вах С. 8. узхак= 28 С. 

ах 1 ах 2Уах ету Ес 
x3 x -+- 9, V ax az + C 

5 
_ 2х2 — 2x V Wx 

3. хУхах = = -- С. 10. Г V 2px dx = 2xV ря. +C. 

4 Г 3 
3 11. | (3 — 3 - 4х — 7 ах = 

] V х ах = —- С. 

3 = tp oT $C. 

ах 3X а ус oye 
Vx 2 12. f fem oye 4х = 

в. [ча =2т-- С. 4—4 -С 

ayidy — ауз {(4- 2) 
7. [ %- =a, ГС. 13. 5 а dx = 5. ЕС. 

2 

14, f x@x—s)dx= 7B 28 -+- С. 

— 2 3 
15. jae 10x +5 gy tox —-2 +0, 

3 x 
3 

3 
16. ДугЕ dx = Oye) LC, 

п. | pee 
18, I oes Zurn 2 saver sc 

Узы + С.
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10. | 449% —_ 8х ya +6. 
V 3x 
  

(3— oxy 20. ] (3 — 2x)? dx = — + С. 

3x ах 3 

21. пая =- зи +6 
3 

22. | хузяртах = АТ - С. 
4 

3 3 
23. foe y о ах = С 

2 

24. ах —=—3(8— 9 + С. 
V8—x 

  

3 

25. аут акк С 
2 1 

26. | ('-y=) dx = x—3x° + 3x° С. 

27. [ух (1 — x2) dx = 

28, вез = ae т с. 

7 

2x? 
37 TG 

3 

x3 

  

7dy _ 

$3 TIED Te 
30. ] p(2— sp dt=—-E— PY 1 

x2 dx ' 

ot У а-я = вв) < 

x 
| e

o 

—___ — 8-2 

32. зкуг—ая = S02)" 5, 

2 3G 
33. [lox 41)' year (ett) 

(x +1) dx 

Ува "2 
3 

= 3 
35. ину dx = —AU= Vx) Le 

+2x-+C.



30 ИНТЕГРИРОВАНИЕ гл. 
  

36. ооо ах Ос 

° 3 
37. | sin? x cos x dx = { (sin x)? cos x dx = ee Asin x)? —— С. 

Указание. Пользоваться 1\У, делая у = зах, 49 == со; х ах, п=2. 

Sin 2х 4. С. 
  38. Г sin 2x cos 2x dx = 

3 х x 2 sin 5 
39. sin? cos = dx = -- С. 

  

  

2 2 

ax a ах 
40. вах. cos? ax = С. 

41 sin 3x dx SEE 4C 

" J Y5+ cos 3x 3 
scx \2 1 

2. (тет) OSE Te 
43. [ w= + In(3-+ 2x) +6, 

44. [fit тан С. 

45. ея = шой 55) + С. 
2 

46. | Saar e460. 

  

8x3 — 7 

at" dt _ a nat 
47. Е = Gp ips MO + ot) + 6. 

e° dé 1 6) 
48, {<S- —~ 3 In @— det) =C 

2cos x dx 
49. [ GRSS a2mnatonnte. 

“ setydy — 1 
50. | atbigy ~% In(a+- dtg y)-+-C. 

51. f xe dx=x-+3In(x—1)+C. 

  

52. Gaye = x —x-+invx +C. 

x2—4 x? 
53. f tape K = 8x Sin (x — 3) + C. 

e® ds 

  

Эт“ — т (ее + 1 С. 

ре TS 40 = 2 (4—5) —8--С. 
ae’ 

5 е
л
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Выполните следующие интегрирования и проверьте ваши результаты 
дифференцированием: 

    

  

56. eax 

V 6— 5x? 

2х ах Г ах а (6— (6—5?) _ 
Решенце. =—_—_- = Е 

V 6—5x2 V 6—5x? Verse 5x2 

1 _- __ кую _ 

--5 / 6-55 46—59) =6. © = С 

3 

Зв + С. 

3 a 
Проверка. «вв = 

1 
3 2 -5 2х ах к... — 5.572} 3 (— —_— —~ __ 
03° 6—5) ® (—10х) ах = ЕТОЙ 

a 
a in 6 49 
8 63. sa. 57. f x5 dx, 60. f (3y)® dy. oxi 

ax ar er dx 
58. —~e ° 61 [т 64. ——————— e 

xO г adx 2 dx 
e 92 e e mum @ e e 59 f 98 dt 62 ae 6. f 

66 f tgtw- setw- aw (In x)? dx 
° . 74, ———. 

2х 

67. ря 75. ee 

s? — 51 68. Г( (У=—7=) ах. 76. ] 5 a 

(3 — 2x)? dx f cs? 6 dé 

69. font п. 2 ctgd+-3° 

(2x — 3) dx 78 feo 1 
70. ] x2—3x-+5 e e x+4 x. 

cos al dé 3x dx ee. 79, ее. 
п. Г р — п 20 ° 9 (2х? — 1)? 

3 хх 72. Ге е-2) dx. 80. fata 

1} e* +- sin x 
73. Г —-) d . ° “= 

7 У 7 SI 27 —созх 1
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$ 11. Формулы М и УП. Эти формулы следуют сразу из со- 
ответствующих формул дифференцирования. 

ba 

2 Ina re 
Пример. Доказать [ ba® dx = 

Решение. Г фах ах =ф | ам ах по Il. 

Это походит на УТ. Полагаем 2х = 9; тогда 4% =2ах. Если мы по- 
1 

ставим теперь множитель 2 непосредственно перед 4х и множитель 5 вце- 

реди знака интеграла, мы имеем: 

bf av 4х — ov2ar=4 fa dx) = 

  

2 

b $ а? 6b a* 
== — © a ee ee 8 ee BE dv НС] 9 ina + © uO Vi. 

ЗАДАЧИ 

Выполнить следующие интегрирования: 

1. f ee dx = 20 | С. 4. лотах = te. 

* < пу 
2. f 2 8 dx = без . . f ny = a е° ах = 6е* + С 5 a"Y dy ва НС 

ах _ 1 eY* ax Vx 
3. Hama te. 6. Vx = 2е +C, 

7. fle — x) dx = ea — -#) +C. 

2 

10, fet sin x dx = — cos *¥ 4, 

11. аз сов а = Теме С 

12. [Ve dt=WeF +6. 

x — a*e* 
13. fia e* dx itina tt 

14, ] (х — 1) е*1-м 4х = Fence С. 

1 

х A 
15. fe = — -— 2% -- С. 

9. ff xe® deat 

 



§ 12 ФОРМУЛЫ УИТ-ХУ 33 
  

Выполните следующие интегрирования и проверьте ваши результаты 
дифференцированием: 

  

16. f einm* dx. 22. Г (=) ах. 27, Г el0 *! cos xt dt. 

x 

17. f 4e* dx. 23. Г = . 28. Г xen? dx. 

RX 

18. f лез ах. 24. f Qe ® 5026 db, 99, f (ef —— е-1)8 dt, 

г" х 
19. [6х ах. ett X dx. f 25. TK ах. 30. Г (4е)” dx 

хзах 
20. f (ея + х) ах. 26. [ (e%*)8 dx. 31. | =. 

21, т. 

$ 12. Формулы УШ—ХУ. Формулы УШ-ХТ сразу вытекают из 
соответствующих формул дифференцирования. 

Доказательство ХИ. 

sinv —sinudv dcos v 
tg udv = До — — $e SS = 

COS U COs U cos UV 

=:—Incosuv-+-C, no dopmyne V. 

  

  

Доказательство ХШ. 

с0$ 9 dsinv . 
fegodv= f 22d Е: sinu--+C, по формуле У. 

Доказательство XIV. 

  

    

У о 
du __ du _ 4) __ a8 

sin uv о у 20 о —“ 
2 sins COS tg ay * C08? > 85 

= шв 5. + С. 

Доказательство XV. 

д 
(+5) 

dy dv 2 Uv п ~ 
cose | = (5+2) +-С ~\ 

sin (v + 5 sin (o + >) 

Пример 1. Доказать правильность равенства: 

_ 60$ 2ах 
f sin2ax ax ==——5 - С.   

3 Интегральное исчисление
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Решение. Это походит на УШ. Полагаем 9==2ах; тогда 49 = 2а ах. 
Если мы теперь поставим множитель 2а непосредственно левее 4х и об- 

ратный множитель 5. перед знаком интеграла, то получим: 

fsm2axae=z f sin2ax-20ax[— f sinvav— 
2a 2a 

1 _ 1 cos 2ах 
=— g.cosw+C no vill | = 2. (— cos 2ax)-+C = — 598 22% —._ -- С. 

Пример 2. Доказать следующее интегрирование: 

f (tg 2s —1)*ds = > tg 2s-+ In cos 2s + C. 

1 
Pewenue. (tg 2s — 1)? = tg? 2s —2tg2s+4-1, npnuem tg?2s5 = 205855 1. 

Отсюда, подставляя, имеем: 

1 ds 
— 2 оне | ФИНИНЬ — TD SS f 02s 1) as= | ( cost Ds 225) 8 = | cost Ds 2 | tg2s ds. 

Полагаем 9 == 2$; тогда 4 = 24$. Формулы Х и ХИ побуждают нас сде- 
лать следующие шаги: 

ds _1 4 (2$) | = tf dv _1 ]=1 

| Bs `с0595 2 JSS оао = 5 В 9-С =z tg2s + C. 

J tg2sas=5 fg2sa@9[=4 f tgoa0=—4 incoso] = 

=—>In cos 2s + C. 

ЗАДАЧИ 

Проверить следующие интегрирования: 

.. Х ____ x , f sinXax— 2cos С. f
m
,
 

2. ff cos 38 a0 = sin 30 + С. 

3. f teneao——1 mn cos n® +- C, 

У . f cg} d0=2insin ge +6 

  

2 

ах i 5. |“ = те (2+4 +) с. 
ах 

| > =ашща ЕС. 
sin —- 

a]
 а 

. Дн =-ма-ю+с
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ах 
8. | Щи —=2 ctg (= =| + С. 

sin® ( 5 ) 

9. f sc-20- tga 48 = 536 +- С. 

  

  

У. сие dy =— 2. 10. се еду 4 сс 4-4 С. 

{eee 1 

11. Sa 008 С. 

12, fev zee =2snVx+cC. 
Vx 

13. fe tg (x2) dx = — + In cos (x?) + C. 

ax 
14, | pater tee rte. 

Указание. Умножить числитель и знаменатель на 1 — созх и пре- 
образовать до интегрирования. 

ах 
15. ее вя-вех С 

sin s ds 
16, f SB = ша сов 8) + С 

с хах 
17. fe a maten+e 

18. J e* cos ef dx = sin e* + C. 

0 8 0 — _ 49 == $118 — 19. f sina z C083 d§ = sin 3 + C. 

20. f (x — cos 2x) dx => (x8—sin 2х) + С. 

  

cos x dx ——_— 
21. = 1 sin x : С. 

У! Е зах vit т“. 

* | ab =Intg+C. 
0 4 

2 sit 

Выполнить следующие интегрирования и проверить полученные резуль- 
таты дифференцированием: | 

0 
23. зв ах. 26. Дита 

245 97, { cts 5y dy. a J sinds” ‚ Гавбучу 
ах 25, J a cos 60 8, 28, f Gea’ 

ЗЕ
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° ах ° ау 
29. ] зш (6 — ах) ° 40. 305 у° 

ах 
30. =. 41. f =. 

cost = — COS 2x 

. cos 2x dx 

31 | the 42, f Bs. 
° sin? 4y 

39 ] tg m® do. 43, f (tgx—se х} ах. 
cos m® cos 8 on us, fh 

33. f 7 ae sin? § 

*sinWi dt ] sc x tg x dx 
3. Ди. 45. 2+3scx ° 

  

  

2 " ady 
tg zx 46. | cig by . 

35. > ar 
47. f x? sin (x8) dx. 

36. fa +- 2 3с 6)? 40. 
9 

37. f (2— с$с x)? dx. 48. f (x + 3 sin x) dx. 

2 2 
38. f (tg s— ctg s)* ds. 49. f (> — =) ах. 

° ах $ \2 
39. ] “sin? 3x. ° 50, f (1 |. 2 cig) ds. 

$ 13. Формулы XVI—XIX. Popmyan XVI—XVII aerko выво- 
дятся из соответствующих формул дифференцирования. 

Доказательство ХУГ. Так как 
о 

a(=) ао 
а (+ arc tg — С) = бя, а 1+5 v3 -+- a: 

то мы получаем: 

dv 1 о 
Дея = Таки + С. 

Доказательства ХУП и ХУП*. Докажем сперва ХУП. Ал- 
гебра дает нам равенство: 

1 Г 24 
о—а U+a  vi—a?° 
  

Отсюда 

  

1 if 
v2? —a? 3a [5==—$ -+al° 

Г dv _1 f av а | du 
ee v—a 2lafu+a 

= 5 In(v—a)—- In(vu-+a)+C= = 5 n+ С. 

Поэтому 
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Та же алгебра для ХУП* нам дает: 

1 1 2а 
a 5 Га Що a@—v?* 

Остаток доказательства тот же самый. 
Примечание. Интегралы ХУП и ХУП* связаны очевидным равен- 

ством: 
@ 

4 _ dv 
v—-o | gt—vy?’ 

Отсюда следует, что к каждому случаю применимы одновременно обе 
формулы. Позднее мы увидим, что во многих случаях обстоятельства застав- 
ляют избрать только одну формулу, отбросив другую. 

  

Доказательство ХУШ. Так как 

  

vu 

d (are sin 9-е У, 

a 

TO 

dv . wv 
— oe = CYC SIN ~ —+- С. 
У — а 

Доказательство XIX. Tak kak 

a{in (v-+ Vera) = ale 7 yas — 
2u du Vv 

_. TVs ( Е du= 

— о--У 92+ а? оУ =? _ 

__u+V eta? 1 dv 
-av= 

~ yf Vuita? Vata VYvie 

= —=In(vo+YVvta)+ C. 
VY wera 

Пример. Произвести интегрирование: 

  

    

TO 

ах 1 2х 
Дау ем НС. 

Решение. Это напоминает ХУ! Ибо, полагая 92 =45х3 и а?=9, мы 
имеем: о =2х, 49 =24х и а=3. Поэтому, если мы ставим множителем 

при 4х число 2, а перед знаком интеграла > › то получаем: 

f dx — 2 ах =|4 dv 1 to 2 
wpe / WoT LT) Apart 68 С] = 

1 2х 
= 4185 С.
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ЗАДАЧИ 

Проверить следующие интегрирования: 

ах ] 
1. [<5- = -— arc tg — о 2 С. 

°” ах 1) х—3 
2. ] ов ПЗС. 

3. [ ay 
J Vi6—y? 

ds >—— 
4. ~———— = In(s 5—4 С. ] = {= In(s-+V 84) + 

  

= arc sin zt С. 

  

° = Зх — 

5. = Gx? — T= ein n (sq) +. 

“dt I 3t +2 
6. | art In (+ 5) + С. 

7. т —— асе ху + С. “5 

р 1_ V3 +0V8 

. 1 
———— oo = > CAP sin С. 

9. | V4—92 «3 т 

  

  

  

ах 1 5 
10. J sr" (2х + У4 3+ С. 

и. V9—7x2 — ут arc sin -- С. 

eo 2ах 
12. — ш (ху5 5х3 -- С. У -7= п уз. + V 5x32) + 

” е* ах 
13. ] рая = arc tge* + C. 

cos ¢ at ] 2-+ sin¢ 

14. ] 4 — $11022 = (иг) + С. 

4х ах 

Ут — 

Tes У1 - 42 у* 
. 6 

17. J aa = arc sin (=E")+ С. 

Выполнить следующие интегрирования и проверить полученные резуль- 
таты прямым дифференцированием: 

‘ ах ° dy ‘at 
8. —ы—=—=—— о 19. —— 2 20. 6 eo 

] V 25— 9x less wr. 

15. == 2 arc sin (x?) + C.   

16. => In (ay УТ У) + С. 
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21. js 55. a 29, aT 

“ S т | м. веет. 
24. {=~ wa 98. [ би. 

В табличных формулах ХУ[Г— ХХ в знаменателях — либо непо- 
средственно, либо под корнем — содержатся выражения 2-Й степени 
только с двумя членами. Если же нам встречается интеграл анало- 
гичного вида, но содержащий в знаменателе — непосредственно или 
под корнем — полное выражение 2-Й степени с тремя членами, 
то его надо сначала преобразовать в двучленное выражение. 
Для этого берут сумму двух старших (переменных) членов и попол- 
няют ее постоянной величиной так, чтобы образовался точный квадрат. 
Эту постоянную величину подбирают надлежащим образом. Как это 
делается, показано на трех следующих примерах. 

Пример 1. Выполнить интегрирование; 

ах _ 1 Xx + 1 

] PEM 2-Е С 
Решение. Имеем: 

жа ах-5 = (2х )-4=(х-- 1-4. 

  

Значит: 

ax 

J wes = (х-- 13-2? * 

Это походит Ha XVI, ибо можно положить о=х-Т1Т и а-=4 Тогда 
dv = ах. Поэтому интеграл становится 

  

  

adv 1 v ] 
| ptm tactgtt cad aetg 24 +e. 

Пример 2. 

2 aressin 2—1 -- С. 
Уз х— 

Решение. Это походит на ХУШ, ибо коэффициент пра х? отрица- 
тельный. Имеем: 

2px— ee 2—(P— 245) tG=q—-(t-5)- 

Полагаем о=х—5, a=. Тогда 49 = ах. 

  

  

= — 

= [2 f pote a2 are sin + С] =2 аи AEE +C. (no XVIII) 
VY a—v?
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Пример 3. 

° dx о Зх — 
Зак —7 “10 ИЗт тс 

Решение. 

3х2 -- 4х —7=3 (#+32—3)=3(м+3 зх+9-9)- 

[3-8 
  

Значит: 

ах ах 
ая = о`\а 5] и a? (по XVII) aT! Teas) —F 3 о | 

2 5 
ибо можно положить: = иа=-. Тогда 4% =а4х и мы находим: 

5 
х--2. —— 

U—a ] 3 3 

3 Е = v+a Fea a a te ит. д. 
+3 +3 

ЗАДАЧИ 
Выполнить следующие интегрирования: 

| axteps 2 "(Ffa)+¢ 
Bop = (25——)-+ 6 

J ВЕ 25 are в “= )+ © 
4. Деву V5 arc tg (= УЗ —)+ < 

" | -ate- = (=) +. 

| etn (G <z)+6. 

7. laes- Уз И 

|  лазенеу = 1 шее (29) +С 

‚от выч 9x? — 6x —8 eA 18 3x +2 

10. ее owen (M5) 40 

хах 1 
11. ] ааа = 9 418 (ПС. 

=
 

  

№ 

  

& 
al
 

  

©
 

  

со
 

a
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12.   

  

ах х—1 
f 2 = AIC Sin -- С. 

У 15 2х — x2 ) 

ax = In(x— ая 13. r= In(x—3-+-Vil— 6x x4) +C.   

  

  

2 ax 2 3X -}- 2 
14, Vein ie Va in — С. 

У5— 4х — 3x? Уз ° ( V 19 )+ 

15. Дер = ве (и 0+6. 

4“ _ 1) 94 J 

6 | ae 2 "(+3 +У == г) ++с 
6 dx 6 7x +4 

17. SS = — Vente ia arc sin ( V7 Fg) +e 

Взять каждый из следующих интегралов и проверить результаты диф- 
ференцированием: 

  

  

    

  

  

  

  

  

  

бах Xx? dx 

18, f Mi Tox pil’ 29. | в—бе 5. 
ах ах ax wo. f | 

19. | a У 13 — 12х — x? 

ИИ 31. ——. 
20. т. У16—бх — хз 

ody 32 __ 4% 
1. Фот. " Уж 2x 

4at 33 4 
22. Дам: “У Уз+— 28° 

12du f 
————Л— 34. м——— © 

23. В Vi—6y—9y2 
94 т 35 ах 

° LTT ту VI 4% — 4x7 © 
зах 

ния 36. ^^ e 

25. Jw ° V «9+ 12x-+- 11 

2ах 6at 
Se 37. Ы—— © 

25. ST ETS Vi—fi—f 

97 f 38 x? dx 

° вт. У Уж— бэ 5° 
4dx du 

а————ы—. 39. Ым———_ о 

28. 912 —7х —6 ° Уб-и— и 

ли интегрируемое выражение есть дробь, у которой знамена- 
тель есть выражение 2-й степени или корень квадратный из, такового, 
а числитель есть выражение первой степени, тогда интеграл при- 
водится к табличным интегралам, как это показывают следующие 
примеры.
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Пример 1. Доказать, что 

  

3x — | 3 ao r~SCtid ИИ 
о ах=- 4 -9— — In (2x 4x? 9) С. УЕ +9—5 + У 4-9) 

Решение. Разбиваем интеграл на части: 

3—1 дук 3x dx _f ах 

У4-9 V 42 +9 V 4x2+9" 
каждую из которых берем в отдельности по формулам 1У и ЖХ. 

Пример 2 

  

  

2х—3 _ | a 4 7 13, 3x«— 

J 38-47 3 in( x rae т) 35 30 п ЗЕ Ben7 to 
0 2\8 25 2 

Решение. 3-4 —7-—3 | (х lL 5) —5 | Полагая их, 

имеем: x=U— Zz и 49 = ах. 

Подставим: 

2 

2—3 *(°—3)-3 г | 6—3 
3х8 --- 4х —7 i 25 ~ 9 . 25 = 

3 "—5) 9 — — 
9 9 

_ 1 2u du 13 dv 

~ 3 |. 8 9 | . 2° 2. 2 — U 9 U д 

2 
Пользуясь У и ХУП и делая обратную замену 9 == хз ‚ мы получаем 

искомый результат. 

ЗАДАЧИ 

Выполнить следующие интегрирования: 

(2х-З)ах _ 3 3 . 
1. ta. = In (4x +l) +p are tg 2x + C. 

9. ре (6х — 1) dx 
~~ 7 —9x2 

] (2x — 3) dx 

° 3x2 —2 

(35 =т)-з тс 

ив” —2 би a ( aah Go
 | +e 

4, SB =2V FT + VAD TC, 
“eo 

5. бя = VIR aresin +6 
—x 

6. ут = ЗЯТЯ С. 

7 (1 — 2x) ах 1 
ут = are sin 2x + — Vl—4x2 + C.
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8. 6x — x? 

(x -+- 3) dx — 
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1 

  

—5 in (6 — 29) — in (==" )+c. 

  

  

  

  

9. fae = In (a8 + 24+ 5) +p arc tg (=F +1 с 

х ах т) Г 1 би + С 
10 [4 2 a * ae in (ET т 

(1 — x) dx 1 2х —3 
al. = шим 4—9 +6 (5 г) +С. 

ах _ Тибо И (У? 
12. 1 — 6х — 9x? 6 п фт 2 Bx +14 V2 +e. 

(ХЗ) ах у a 
13. уро WV OF + ine t+ V8 +28) 4 C. 

14. ОЕ = У Я + dare in (ASH) +6 
X—X 

6. | aaa VTE #8 + 3 are sin( )+¢. 

16, Fie Vt 

+45 n(x 54 V= Sepa) +C. 
(3х —2) ах _3 а 

и. | Tease a OTS 

(8х — 3) ах 

ху +9+С. 
  

  

  в. / 
У 12х — 4х2 — 

=—2У15х— 4 — B+ — are sin( A=" =) + с. 

Взять каждый из следующих интегралов и проверить результаты диф- 
ференцированием: 

19 (Хх пах 
e хз + 1 ® 

(х— 2) ах 
20. ] т“. 

21. 5 — 2x2 

(3х — 1) dx 

Ут 32 ° 

(9-++ x) dx 

УБЕ 
(2x +- 3) ах 

х 3х ‘ 

(7х — 3х) ах 

25, f Sexe. 
5X — x? 

об. f (x —6) dx 
х —4х—5° 

97 Г (8x — 5) ах 
° х-- 8х -- 20 ° 

(5х — 3) dx 

28. X2— 6X —— 7 ° 

хах 

29. Л xi— Bx +18 ° 

30 хах 

V 3x + 9x2 "
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1. [4 33, | бах. 
Узх— 92 V6+x— x? 

о. if eee (4х--5) 4х 34. Г (3х—2) ах 

Уи У — 4х5’ 

$ 14. Формулы ХХ и ХХ!. Для получения этих формул мы 
прибегнем к способу так называемого «интегрирования по частям», 
который будет разъяснен дальше и сущность которого заключается 
в следующем. 

Часто бывает трудно взять какой-нибудь интеграл f “adv, rhe 

ий и о суть некоторые данные нам функции того или иного незави- 
симого переменного, но зато, взамен этого, иногда оказывается легко 

взять интеграл Г vdu, который можно записать, обменяв местами 

буквы ий их в предыдущем трудно берущемся интеграле. Такие два 
интеграла называются взаимными один по отношению к другому. 

На первый взгляд кажется, что сумму двух взаимных интегралов 
найти так же трудно, как и каждый из них в отдельности. Но такое 
заключение обманчиво, ибо эта сумма вычисляется мгновенно и дает 
чисто алгебраический результат: произведение ц- 9. 

Чтобы видеть это, возьмем формулу Лейбница 

d(uv)==udu+vudu (1) 

и проинтегрируем это равенство: 

Гао) = [ и ао-+ | оди. 

В левой части знаки интеграла и дифференциала, поставленные 
рядом, взаимно уничтожат друг друга и дадут произведение и +9, 
к которому не имеет смысла присоединять произвольное постоянное, 
потому что в правой части стоят два неопределенные интеграла, 
включающие в себя, и без того, прибавочные произвольные постоянные. 
Следовательно, предыдущее равенство перепишется в виде: 

u-v= fude+ f odu, (2) 

А это и означает, что сумма двух взаимных интегралов равна 
злгебраическому выражению и -т9. 

Из этого равенства следует, что если нам известен один из взаим- 

ных интегралов, например J vdu, TO другой взаимный интеграл 

f ц аз можно считать уже найденным, ибо из равенства (2) мы имеем: 

XXII. fadv=uv— f vay,
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Указанный прием есть излюбленный прием интегрирования, и «Я 
носит название «интегрирования по частям». Успех этого приема 
зависит, разумеется, от удачи в выборе функций п и 5. 

Доказательство ХХ. Обозначим через Г неизвестный нам 
интеграл: 

= [Уя— 4. 

Умножая и деля на У 42 — 9, имеем: 

a? — y? a? dv 2 
[== === 9 == ——= a e (3) 

V a —— U2 V a — $3 Va — 03 

Первый интеграл легко берется по таблице: 

a? du _ adv ge | _ 8 in & Va « f 5 a® arc sin — НС. (4) 

Второй же интеграл легко выразить опять через /. B camMom 
деле, имеем: 

_ v? du =/ v-—2v du =f vd (at—v%) __ [Г ау = 

V a? —v? 2V at—v 2У 42—72 . 

[применив интегрирование по частям) 

Ув - f VES ww =v VI=F—L. (5) 

Сделав подстановку в равенство (3) результатов (4) и (5), имеем: 

= a? arc sin — + vVe—ve—I. (6) 

В это уравнение не следует вносить произвольного постоянного С, 
ибо таковое включено в 7. Таким образом, мы получили одно алгебраи- 
ческое уравнение (6) с одним неизвестным {. Решая его относи- 
тельно /, имеем: 

© 
2/ = a? arc sin atv И 42 — v2 

и окончательно: 
—= 2 

[=yVei—e+> arcsin—--C, 

Доказательство ХХ!. Обозначим через / неизвестный нам 
интеграл: 

1= ГУ Е 0? до.
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Умножая и деля на У 9? - 42, имеем: 

vt ad 2 du + a®tdv 
[ — = « 

Vera = а? Veiga + а? Veta 

Второй интеграл содержится в таблице: 

+ a2 dv =e | dv =+tainjotVvt @)+c. (8) 
Veta Vera 

Первый интеграл легко выразить опять через /. В самом деле, 
имеем: 

2 2+ д? ts dv __ v-2u dv = = + а?) = ] ауте = 
УЕ а Verte 2VRx+ а? 

применив интегрирование по частям] 

=vVe La [VFL Pav =0V FE а? —Г. (9) 

Сделав подстановку в равенство (7) результатов (8) и (9), мы 
получаем: 

[== - а? 11 (о Уз? - а) Ро а—Г. (10) 

Решая алгебраическое уравнение (10) относительно буквы Г, мы 
находим: 

ЕТУ м +5 (оу = 42) С. 

Пример 1. Доказать, что 

уз dx = У 9-3 sin С. 

Решение. Сравниваем с ХХ, где полагаем а*’=4 и о=З3х. Тогда 
49 =зЗах. Отсюда 

ДГуз=вйах=т [Уз базак-т [Ума 

Употребляя формулу ХХ и восстановив: о = 3х и 4 =4, мы получим 
ответ. 

Пример 2. узи ax= tart V 3x? + 4x —7 — 

_ 2573   

ш (ЗН 2- У 9х2 -- 12х—21) + С.
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Решение. 3х? -- 4х —7==3 I + 3) — Z| == 3 (v3 — a), 

где v= x+ = и а== 2. Torna dv = dx, 3naunt, 

[Узи ах —7ах=Уз [Уй-мщ. 

Применив ХХ и восстановив 9 =х +4 H a= 3 ‚ мы получим ответ. 

ЗАДАЧИ 

1. ГУ ax =F VINE $s are sin xe $C. 

2. f VIF OR dx =F VIPER + 4 nx + VIF OB) +6. 

3. [yy SH-1ac=SVB=4 — me + VBI 4) + С. 

4. Гу ax = SV BTA 4 Pare а 8% + 

"5, уз ак - FZ VETS пы 

в. узи ак = V5— 3x? +5 Saosin sy 3 + С. 

7. Е и у рмень* x +- С. 

8. ] V5—i2x- dx == 

          

УБЕ + 

+2in(x—14+YV5—2e 7x7) +4. 

У --5 агс эт (х — 0) - С. 

    

            
х—] 

2 

  

10. уча ах = 2х 1 V 10— 4x + 4x2 4+ 

+4 In (2x —1 + V10 — 4x + 4x4) + С. 

Взять следующие интегралы и проверить дифференцированием резуль- 
таты: 

  

И. Гуа» 16. ТУЗ жа» 

12. f V94 16x? dx. 17, f У 4х1 ах. 

13. ГУ 7х. 18. ГУ = Td ax. 

м. [У35— 3652 ах. 9. Уз ах 

15. fv dx. 20. ГУ dx.
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$ 15. Тригонометрические дифференциалы. Рассмотрим теперь 
некоторые тригонометрические дифференциалы, часто встречающиеся 
и легко интегрируемые приведением к основным формулам путем 
простых тригонометрических преобразований. 

1. Найти f sin™ x cos” x dx. 

Если одно из чисел т и п есть положительное нечетное число, 
причем все равно, каково будет другое, то легко выполнить инте- 
грирование посредством формулы (1\): 

  

ип +1 

от ао = 1 С. 

В самом деле, интеграл приводится к форме 

| (члены, содержащие только созх). зш x dx, 

если у $пх — показатель нечетный, и к форме 

[ (члены, содержащие только эх) + созх ах, 

если У со$ х — показатель нечетный. Поясним это примерами. 

Пример 1. Найти f sin? x cos® x dx. 

Решение. f sin? x cos} x dx = f sin? x cos4x cos x dx = 

= f sin? x (1 — sin? x)? cos x dx = ЩЕ х— 2 пе х-- sin® x) cos x dx = 

sin’ x 2 515 х sin? x 

Sq т С 
    

Пример 2. Найти f cos3 x dx. 

Решение. f cos’ x dx = f cos? x COS X dx = f (1 — sin? x) cos x dx = 

° sin’ x 
= | cosxax— f sin? x cos * dx = sin x— 3 С. 

  

ЗАДАЧИ 

1. ff sto x ax =F cost x— cos x-+C. 

4 

2. f cose 28 sin 26.40 = — А С. 

105 

3. ff cost xdx ax sing—Zsintx T= 46, 
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3 
4. if eee XOX = sc x— све х ++ С. 

sin4 x 3 

sin’ a da 
5, ———--—— == §Ca + COS & . 

] С033 а  с03а+С 
3 10 24 

6. || чп? о соя рае = so sin? e— sq sin? Ф- С. 

sin’ y —— 2 1 
7. ———— dy = — 2) cos (1—5 сова — cos4 ) С. Vass” V cos y(1—-= cos? y + > cost y } + 

2 
5 

8, ЕЕ и = sin’. (15 sin 2 7 sintt) + €. 
¥ sing 

2. Найти |. 42" хх или f ctg” x dx. 

Эти выражения легко интегрируются при п целом, почти по 
тому же плану, как и предыдущие примеры. 

  

Пример. Найти f 104 х ах. 

Решение. Г (24 хах = f tg3 x (sc? x — 1) dx = f tg? x sc3 x dx — 

3 
— f 128 хах = f (tg x)3d (tg x) — f (sc? x —1) dx = = tg X+x+C 

3. Найти Г 57 хах или f csc” x dx, 

Эти выражения интегрируются легко, когда п есть целое ‘поло- 
жительное четное число. 

Пример. Найти f sc8 x dx. 

Pewenye. f 56 x dx = f (tg? x -++ 1) 8с3 хах = 

= Г 124 д 362 хах--2 Гоа хз ках | эвхах= 

155 х t 
= +22 +tge+c.   

4. Найти f 12т хзс"хах или f ctg™ x csc® x dx. 

Когда #@ есть положительное четное число, поступаем, как в при- 
мере 3. 

Пример 1. Найти f tg? x sctxdx. 

Решение. f tg® «sct x dx = [ 196 х (152 х -{ 1) 563 х4х = 

a 
= Геза хак + | шокзохах = ВХ 5 B= +6. 

  

4 Интегральное исчисленне
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Когда т — нечетное, можем поступить, как в следующем примере. 

Пример 2. Найти f 195 x sc3 X¥ dx = Г tg* xsct xscxtgxdx = 

= f (sc? x— 1) se? x se xig xdx = Ff (08 x —2sct.x + sc? x) sex tg x dx = 

sc’ x 2sc> x <= 
    

  

=F TE С. 

ЗАДАЧИ 

4 2 
1. хак Ш snc 24. 

2 
2. авхах=— СЕ — шзшх-- С. 

3. f ме ах сз 3 3 +e+C. 

4. ри —Legtay beget mane pc 

7 
5. зв хах = Sige —2— + tg3x+tgx+C. 

t tg® 
6. еее ЕС 

  

7. Гао 4 уст Тв С. 

6 8 
8. ff eta x esct ках = — 9х cig x cig —2— 4. ¢, 

  

  

6 

5 2 > 2 y 
9, f tg? x50 хах = 2х + 2" ^ С. 

3 3 t о 
5 2 — 3 scty $62 у 3) 

10. firs ysc* ydy =2sc y( ii 7 +3 +C. 

    

566 а да _ —_ ctg3 a 
nf gta =tga—2ctga— 3 +C. 

12. ева = С 

13. асе вова = ще оз ве С. 

5. Для нахождения интегралов типа Г sin” x cos? x dx, когда или 

т, или п есть нечетное положительное целое число, кратчайший 
способ указан в пункте {1 этого параграфа. Когда же т и п — оба 
четные положительные целые числа, данное дифференциальное вы- 
ражение можно преобразовать посредством надлежащих тригономет-
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рических подстановок в выражение, содержащее синусы и косинусы 
кратных углов, и затем интегрировать. Для этого служат формулы: 

. 1. 
sin w cosa“ ==-> sin 2u; 

1 1 ® 2 — oe e 

sin’ “= 5 7 COS 2; 

1 1 
211 — — _ cos*u = 5 + 5 cos 2u. 

Пример 1. Найти Г cos? x dx. 

Решение. f cos? x dx = J (s+ — COs 2x) dx = 

у s+ 1 51а 2х -- С. 

Пример 2. Найти Г sin? x cos? x dx. 

Решение. f sin? x cos? x dx = т f sin? 2x dx = 

= {($-4 cos 4x) dx =F — = sin 4x + C, 

Пример 3. Найти Г 5104 х cos? x dx. 

Решение. Г 5114 х cos? x dx = f (sin x cos x)? sin? x dx = 

1 1 1 
= — sin? — — = f д п 2x( 5 5 С0$ 2x) ах 

1 ‚| к-з f sin? 2x cos 2x dx = 

=; /(4- “x COS Ax) d ах — = f sin? 2x cos 2x dx = 

sin te sin’ Te 
=i5 - a — те   

Пример 4. Найти Г sin mx cos nx dx, of sin mx sin nx dx 

и 

Г с0$ тх со; пх 4х, если т-эЕп. 

Решение. 

sin mx COS Nx = Fsin (m+ n)x+ sin (m— n) x, 

откуда 

f sium cosnedx= 4 f sin(m+nyxax+4 [ sin(m—n)xdx— 

_ cos(m-+-n)x cos (m—n) x 

(тп) Эти С: 
  

4*
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Подобно этому найдем: 

f sin mx sinnx d = ee tet C. 

  

  

      

  

  

_ sin(m-+-n) x sin (m—n) x 
f cos mz cos nedx = (ип) + 5(т— п) + С. 

ЗАДАЧИ 

3X sin 2x sin 4x 4 => 1. ff si хах 4 + 35 С. 

2. ны п 2х — — +1 904=) + С. 

3. ff sot cost tat = oh, (3¢— sin 4¢ + +e 

4. Д сов int x de = rhe (5x2 aint 2 — sinde— ми) +. 

5. ff sin Se-sin 62 dz = — sin diz Sin z -- С. 
22 2 

6. f cos 4s cos 7s ds = sm > + oss + C. 

7 оз хз хак ИИ 
° 4 4 =F 2 ° 

$ 16. Интегрирование выражений, содержащих ИУ a2?— х? или 
У х2- а? ‚при помощи тригонометрических подстановок. В боль- 
шом числе случаев при интегрировании выражений этого типа весьма. 
быстро приводят к цели следующие подстановки: 

для выражений, содержащих Va — х?, подстановка x ==asinz, 

  

» » » У» » x =atgZ, , 
SD a 

» » 2 — 02 Хх = . 
? Уя—а > ‚ 6052 

Можно воспользоваться также соответственно подстановками 

X==acos2z, х = асю, х =   
ша ° 

  Пример. ] oe с. 

  

фу» 
(a? — x2)? 

шение Положим x == asin z; Torna dX = 4 с0$ 242 и 

acos z dz 1 dz 1 
1—- zr “J: sa oe 

(a? — x2)? а3 — а? 51п2 2) 

x x 
Так как sinz=—, To tgz= ————— }.. 

a Va—x?
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$ 17. О множественности ответов при интегрировании. Уча- 
щийся в первое время бывает немало смущен, видя, что самые разно- 
образные ответы на один и тот же неопределенный интеграл ‘ока- 
зываются все одинаково верными, Т. е. как будто мы имеем здесь 
множественность верных ответов. Легко, однако, понять причину“ 
этого кажущегося парадокса. 

Возьмем самый простой пример: 

] пах ах = — 1 с052х С; 

с другой стороны, 

f sin 2хах== f 2sinxcosxdx—=2 f sinxdsinx = sin? x+C. 

Ответы как будто различные. 
На самом деле ответы всегда тождественны между собой, 

и кажущееся различие ответов всегда вызывается различием 
произвольных. постоянных в этих случаях, обозначенных тем не- 
менее одной и той же буквой С. 

Это легко обнаружить на приведенном случае. Действительно, из 
тригонометрии учащийся знает, что 

1 1 
2 ee Cee BRE oe sin х=5 5 с0$ 2х. 

1 
Различие произвольных постоянных (влесь на x) и создало 

2 
здесь кажущееся различие самих ответов. 

С обстоятельством подобного рода учащийся встречался уже 
в самом начале этой главы, в таблице основных интегралов, где 
одновременно 

я =arcsinx-+-C 

  

и 
ах 

ре — — а1с с0$ х -- С. 
Vi — x2 

Но из тригонометрических соотношений 

< . 
cos yay =x HK SNM YX 

следует: 
т 

< — У=агсс05х и y = arc sin x, 

& 
откуда после CAHOxKeHHA BEITeKaeT, ITO afc sinx-} arccos x=.
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Таким образом, мы видим, что произвольное постоянное С второго 

ответа равно произвольному постоянному первого ответа, увеличен- 
к 

ному на 5. 

ЗАДАЧИ 

Ух — а 8 а 
1. te de = VP @ — a atecos — +C. 

. x x 

=> a x —— a? x 
2. [va-# ах = 5 Уа?— * tay arc sin — + C. 

у x + a = Ух + a 
3. ее dx = перу ————_ С. 

  

  

х 

х?ах 1 ху1— 
4. ура = ая С. 

| УТ с 
ду --1 3x 

2 а [ pee - SE С 
CV e+e arx 

$ 18. Интегрирование по частям. Если и и о суть функции 
одного независимого переменного, тогда по формуле дифференциро- 
вания произведения мы имеем: 

d (uv) == udvu-+-vdu. 

Отсюда 
udu == d (uv) — чаи. 

Интегрируя, мы находим: 

ХХИ. [adv = uv — [ чаи. 

Эта формула называется формулой интегрирования по частям. 
Полученная формула ХХП позволяет нам проинтегри- 

ровать дифференциальное выражение 109, если мы 
умеем выполнить интегрирования дифференциаль- 
ных выражений @9 и чаи. 

Этот метод интегрирования по частям есть излюбленный метод 
в интегральном исчислении. 

Чтобы применить его в каком-нибудь данном случае, нужно уметь 
разбить заданное дифференциальное выражение на два множителя, 
именно: на й и на 49. Общих правил для этого, к сожалению, ни- 
каких нельзя дать, кроме: 

а) 4х всегда должен быть частью 4%; 
Ь) надо уметь интегрировать а4э;
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с) когда интегрируемое выражение есть произведение двух 
функций, тогда наиболее сложный множитель надо рассматри- 

вать как часть дифференциала 49. 
Следующие примеры покажут, каким образом применяется на деле 

правило интегрирования по частям. 

Пример 1. Найти f X cos ¥ ax. 

Решение. Пусть 
u=x u du=cos «dx, 

откуда 

ди =ахи v= {cos хах = sin x. 

Подставляя в ХХИ, имеем: 

au av u @ о du 
al, paver mare, 

X COS X dx = x sinz— f Sinxdx =x sine + cosx+C. 

Пример 2. Найти f Xx In x dx. 

Решение. Пусть 
a=Inx nu 49=хах, 

откуда 
ах x23 

ди =—— И v= xdx = —, 
x 2 

Подставляя в ХХИ, имеем: 

° x3 ж ах x3 ха 
хо хак шх. 2 [| их Big, 

Пример 3. Найти J хейх 4х. 

Решенце. Пусть 
use yw 49 =хах, 

откуда 
x2 

2 ® 
  du=e“adx u v=f xdx= 

Подставляя в ХХИ, имеем: 

. а a сах 
еб аж тебя т | тах = —5 —5 ff 20% ax 

Ho x%e7* dx unterpupyetca elle caowHee, uem xe%* 4х, а это показывает, 
что мы здесь выбрали наши множители не надлежащим образом. По- 
ложим вместо этого 

  

“=x un du=e dx, 
откуда 

AX 

  du=xdx u v= fetar= 

Подставляя в ХХИ, находим: 

° еах ew хейх eax еах 1 
Хх = == — = — —— —— J xe dx = x —— Г a ae 2 = +C= a (« )+e.   
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Может случиться, что формулу интегрирования по частям придется при- 
менять несколько раз, как в нижеследующем примере. 

Пример 4. Найти f x%e°* Ax. 

Решение. Пусть 
a= x? un du=e™ dx, 

«откуда 
ee 

4и =Эхах и ое [тах 

Подставляя в ХХИ, имеем: 

ах зах 

f ret drake c — [ках = == a2 f x00 ax, (1) 

Интеграл в последнем члене был уже найден в предыдущем примере 
< помощью интегрирования по частям: 

] хейх dx = <—(x—<). 
a a 

    

Подставляя этот результат в (1), имеем: 

Зеах х х 
f tet axa 2 в (тс —(e-244)+¢ 

a a 
  

Пример 5; Показать, что 

fstzde=poeztge+y In (sc z-+- tg z)-+C. 

Решение. Полагаем 

a=sez nu 49 = 30% 2 42, 
“rorya 

du=scz-tg2z2-dz u vu=tgz, 

Подставив в ХХИ, имеем: 

fsctzdz= scz-tgz— [oscz-tgrz-az. 

В новом интеграле NoActaBanem tg? z==sc?z—1. 9To HaM AaerT: 

[sctzdz =scz-tgz= | 363 2 42 -- ш (3с2-- шг2)-- С. 

Перенеся интеграл в левую часть и разделив на 2, мы имеем требуемый 
результат. 

Пример 6. Показать, что 

  

e* (a sin nx —n COS NX) 
fe sinnxax = ( at nt С. 

Решение. Полагаем и = е@* и 49 = зщ пх 4х. 
Тогда 

cos nx 
аи = ае^ 4х и 9=———.
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Подставляя в формулу ХХИ, имеем: 

х 
ff eo sin nx dx=— SME 4 of car cos пх ах. (2% 

Новый интеграл опять интегрируем по частям. Полагаем: 

ц = е@Х и 49 = с0$ пх ах. 
Тогда 

sin 1.x 
dumae*dx и v=——. 

Отсюда по формуле ХХИ мы получаем: 

вах $11 пх 2 f e* sin nx dx. (3) 
в п 

ff @ cos nx dx = 

Уравнения (2) и (3) суть система двух 442ебраических уравнений 

с двумя неизвестными, каковыми являются интегралы | еб* зшпхах 

и fe со$ лх ах. Уравнения эти первой степени относительно неизвестных 

интегралов и чрезвычайно просто решаются. Решая эти уравнения, мы тот- 

час же получаем наш неизвестный интеграл | е^\ зпихах и еще раз, как 

своего рода прибыль от метода или побочный продукт, другой интеграл: 

ейх соз пх 4х, который от нас не требовали, но который также полезен. 

Среди наиболее важных применений метода интегрирования по 
частям является интегрирование: 

а) дифференциалов, содержащих произведения; 
b) дифференциалов, содержащих логарифмы; 
с) дифференциалов, содержащих обратные тригонометриче- 

кие (круговые) Функции. 

ЗАДАЧИ 

Выполнить следующие интегрирования: 

1. Гхзшхах = sinx—xcos x+C. 

о. finzax=x(inx—1)4C. 

3. f xsin2xdx=—4 x cos 2x45 sin 2x -+C, 

4. | хсоз Зх ах — у хп 3х 7 со 3х + С. 

5. f xsct2xax = ха 2х -- In cos 2x + C. 

=
 

N
I
 
o
 

о yest yt —_ 6. хз 5 ax 4% y ¥ sin x 5 COS x + C.
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1. fw sin 2% dx = cos det 5 xsin2x ++ cos 2х -- С. 

8. эп х сов ках = (3 а х а Зх -| со$ х с0$ 3х) - С. 

хп 
9. итак nl 7 (In г) + С 

10. Г агс зах ах = хагс зтх + УТС. 

  

11. [зе ча хах = хысщх— 1 0-59 + С. 

[2. f arcetg yay =y arcetgy++ind+y)+C 

13. f actg% ax=xarctge Finer 4940. 

14, J sectgs dem q 0 aeig + ap (38x — хз) | С. 

° агс 1 хах х arc tg x 

x Vi-+ x3 x + 

16, f s—VHax=(e—1I) nd -VD—F EF 2VD+4E. 

17, этак 34 (e-fetsjtre 

t 
18, fe sine at =F (sin ¢— cos С. 

  

8 
19. ff cos 6.40 = 5 (sin 8+ cos 0) С. 

  

  

sin ® db sin ® ++ cos ® vo, | то еее С 
e® Qe” + 

21. fo cos3tat =F (3 sin 3¢ + 20083) +6. 

22. ff e-8 sin 39 d0 =< (sin 30 -+ 3 cos 38) +C. 

xe* dx 

8. | arrest} 
9 2 24. Г as __ bist? LC. 

Взять каждый из следующих интегралов и проверить результаты диф- 
‘ференцированием: 

25. f x csc? 3.x 4х. 27. f x2 COS 5 ах. 

56. f x COS” 5 dx. 28, J sin 3% coS *« dx.
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29. f sin 6 sin 30 a0. 38, [ (е*-- хз ах. 

30. Г с05 Ф соз ЗФ 4Ф. 39. f (2x + x2)? dx. 

31. | arc sin 2x dx. 40. f e*t cos 2t dt. 
t 

32. Г arc te dx. 41. Г e® sin 2t dt. 

33. [ arc sin у * ах. 42. f e*t COS 5 at. 

34. f x3 arc sin x dx. 43. f e-t cos = dt. 

55. SS. 44, [ я cos ¢ dt. 

. — t 
36. | arcigV x ax. 45. fe sin t df. 

37. | хзезх ах. 46. | ссз 6 40. 

$ 19. Пояснение. Интегрирование, в целом, является действием 
более трудным, чем дифференцирование. В самом деле, каким бы 
простым ни казался (на первый взгляд) интеграл 

[Vx sin x dx, 

его взять нельзя, ибо не существует никакой элементарной функ‹ 
ции (т. е. являющейся комбинацией конечного числа! функции от 
функций, начиная с написанных в таблице дифференцирований), про- 
изводная которой оказалась бы равной У хзшх. Вся трудность инте- 
грального исчисления заключается в невозможности сразу сказать. 
берется какой-то написанный интеграл или не берется. Чтобы помочь 
технике интегрирования, составлены специальные таблицы типов беру- 
щихся интегралов. При этом, открытие того или иного широкого 
класса берущихся интегралов всегда является результатом решения 
трудной научной проблемы. 

‘ Число это может быть невообразимо огромным, например, исчисляю- 
щим триллионы операций «функции от функций».



  

ГЛАВА П 

ПОСТОЯННАЯ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

$ 20. Определение постоянной интегрирования из начальных 
‘условий. Как было выяснено в § 2, результат интегрирования со- 
держит произвольную постоянную величину, т. е. задача нахождения 
первообразной функции по данной функции дает бесчисленное мно- 
жество ответов. Однако многие задачи, решающиеся при помощи 
интегрирования, требуют нахождения одной определенной перво- 
образной функции, а так как все первообразные функции отличаются 
друг от друга только значением произвольной постоянной, то значит, 
нахождение определенной первообразной функции сводится к нахо- 

ждению определенного значения произвольной постоянной. Очевидно, 
в таком случае нам должно быть известно значение интеграла для 
некоторого значения переменного. Поэтому условия задач такого 
рода, помимо дифференциального выражения, содержат еще и неко- 
торые дополнительные данные. Поясним это примером. oo 

Пример. Найти функцию, производная которой есть 3х? —2х-|-5, при-. 
чем значение функции должно равняться 12 при х =1. 

Решение. (3х2 —2х-- 5) 4х есть данное дифференциальное выражение, 
которое нужно интегрировать. Имеем: 

[а — 2 бах м — м5 С 

тде С — постоянная интегрирования. По условию задачи этот результат 
должен равняться 12 при х == 1, т. е. 

12 =1—1--5-- С, или С =7. 

Искомая функция будет, следовательно, х3 — х? -|- 5х -- 7. 

621. Геометрическое значение постоянной интегрирования. 
Поясним примерами. 

Пример 1. Найти уравнение кривой, в каждой точке которой угловой 
коэффициент касательной равен 2х. 

Решение. Так как угловой коэффициент касательной к кривой в любой 
a 

точке равен =, то по условию задачи имеем <= 2x, или ду = 2х ах. 

нтегрируя, находим: 

у=2 | хах, или у= А? -|- С,
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где С — постоянная интегрирования. Если постоянной С дадим ряд значений, 
например 6, 0, —3, то уравнение (1) даст: 

у=--6, у=42, ум —3; 

значит, наши кривые суть параболы, оси которых совпадают с осью ОУ, 
причем эти кривые отсекают на оси ОУ отрезки 6, 0, —3. 

d 
Для всех парабол (1) (число их бесконечно велико) = при заданном х 

имеет одну и ту же величину, т. е. направление их (или, что одно и то же, 
угловой коэффициент касательной) одинаково для одного и того же значе- 
ния х. Легко также заметить, что у любых двух кривых разность ординат, 
‹оответствующих одному и тому же значению х, остается неизменной. Сле- 
довательно, можно получить все эти параболы, просто передвигая поступа- 
тельно одну из них вверх или вниз на величину С, ибо в этом случае зна- 
чение С на угловой коэффициент касательной не влияет (рис. 3). 

Если в этом примере ввести добавочное условие, потребовав, например, 
чтобы кривая проходила через точку (1, 4), то координаты этой точки должны 
удовлетворять уравнению (1), откуда 4 =1-- С, или С =3. Следовательно, 

искомая, в этом частном случае един- 
ственная, кривая будет парабола у=х?- 3. 

  
Рис. 3 Рис. 4 

Пример 2. Найти уравнение такой кривой, чтобы угловой коэффициент 
жасательной к этой кривой в любой точке равнялся отношению абсциссы 
к ординате со знаком минус. 

Решение. Условие задачи выражается уравнением 

ау — х 

ах у’ 

или, отделяя переменные (освобождаясь от знаменателей): 

, ydy=— x dx. 
Интегрируя, найдем 

. уз x2 

a 
x? +. y2 = IC. 

Уравнение представляет совокупность всех концентрических окружностей 
< центром в начале координат (рис. 4). 

ИЛИ
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Если бы в начале было дано дополнительное условие, чтобы кривая 
проходила через точку (3, 4), то мы имели бы; 

94.16 = 2C. 

Следовательно, уравнение требуемой кривой в этом частном случае 
представляет окружность х?-[ у? == 25. 

$ 22. Физическое значение постоянной интегрирования. 
Поясняем примерами. - 

Пример 1. Найти закон движения точки, движущейся по прямой с по- 
стоянным ускорением. 

Решение. Так как ускорение [равное 4. постоянное, например, рав- 

ное ] то будем иметь: 

у или du = j dt. 

Интегрируя, найдем: 
v=jt=C. (2) 

Для определения С положим, что начальная скорость равна оц, т. е. 
пусть о = 9% при # =0. Подстановка во (2) дает: 

90 =0-- С, или С=9‹. 

Следовательно, уравнение (2) примет вид: 

Uv = jt Uo. (2*} 

Так как © = то из (2*) найдем: ds 
at’ 

ds . 
GH T+ Mo или ds = jt dt +- vo dt. 

Интегрируя, получаем: 

sat jf + 0t-+C. (3) 

Для определения С положим, что начальное положение (равное расстоя- 
нию при #=0) будет $, т. е. пусть $ =50 при Ё =0. Подстановка этих 
значений в (3) дает: 

50 =0--0--С, или С=5%. 

Следовательно, уравнение (3) примет вид: 

1. 

Положив / ==, 9% ==0, 50 =0, $5=й в (2*) и (3*), найдем закон движе- 
ния падающего тела в пустоте, когда оно выходит из состояния покоя, 
именно 

= и hay gt 

Пример 2. Исследовать движение материальной точки, брошенной с на- 
чальной скоростью 9 образующей угол а с горизонтом, пренебрегая сопро- 
тивлением воздуха.
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Решение. Пусть движение происходит в плоскости ХОТ (рис. 5). Пред- 
положим также, что в начальный момент точка находится в начале коор- 
динат. 

    

Пусть на материальную точку у 
действует только тяжесть. Тогда 
ускорение в горизонтальном направ- 
лении будет нуль, в вертикальном 
©но будет #. 

Имеем: AN 

dt dt а » X 
Интегрируя, найлем: G\ Vg Casa 

V,= Cy uw vy=—gt+Cs Puc. 5 

Но горизонтальная и вертикальная проекции начальной скорости соот- 
ветственно равны 9 COSa UM 9% $ш а; следовательно, (положив # == 0): 

С1 = 90 с0$ а, Со = vy) sing; 
откуда 

Uy = Up COSA, 9, == — gt-+ Up Sina. (4) 

Далее по формулам (2), (3), часть 1, $ 107 имеем: 

4 gy a. 
~~ dt’ У at? 

следовательно, (4) дает: 

ах d 
р == Ug COS a,   =— gt vy sing, 

или 
ax=vygcosadt, dy=— gt ditt vg sina df. 

Интегрируя, найдем: 

Хх = 90 с0$ а-Ё-- С, y=—F gf opsina-t+ Cy (5) 

Для определения Сз и С. замечаем, что х=0и у=0 при ё=0. Под- 
<становка в уравнения (5) дает: С. =0Ои С, =0. Отсюда 

X=vp)cosa-f, y=— + gft4- vp sinast. 

Эти уравнения дают законы движения проекций материальной точки на 
координатные оси; с геометрической точки зрения их совокупность пред- 
ставляет собой параметрические уравнения траектории движения, исключая 
из которых параметр (время) &, получим: 

gx 
2 

y=xtge———__—-, 
20 cos" a 

уравнение траектории в декартовой форме, показывающее, что точка опишет 
параболу.
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ЗАДАЧИ 

1. Найти функцию, первая производная которой равна: 

а) 3-- х— 5х2, зная, что при х=6 функция равна —200. 

Отв. 124--3Зх-- — аа 8, 

Ъ) уз — 62%; зная, что при у=2 функция равна нулю. 
1 

Отв. 4 y4 x Oy +. 20% — 4, 

Te 
с) sina-+ cosa, зная, что при а = x функция равна 2. 

Отв. зта — соз а -- 1. 

а) i   ‚ зная, что при # =1 фукция равна нулю. 

Отв. т (22—12). 
е) ес? 6 -|- {20, зная, что при 0 =0 функция равна 5. 

Отв. {120 — № со$ 8 --5. 

2. Найти уравнение кривой, поднормаль которой постоянна и равна 24а. 

| По $ 72, часть Ь поднормаль равна y=]. 

Отв. Парабола у? == 4ах -- С. 

3. Найти кривую, у которой подкасательная постоянна и равна 4. 

1 

t Q—t 

| По $ 72, часть |, подкасательная равна у =|. 

Отв. ату=х-- С. 

4. Найти кривую, у которой поднормаль равна абсциссе точки касания. 
Отв. у*— х2 = С, равносторонняя гипербола. 

5. Найти кривую, у которой нормаль постоянна (= А), полагая, что у = А 
при x = 0. 

По 5 72, часть |, длина нормали равна у У :-( +( ay ‚ поэтому 

1, 

в рассматриваемом случае dx = = (В — уз) * ydy |. 
Отв. Окружность х3-|- у? == АЗ. 

6. Найти кривую, подкасательная которой втрое больше абсциссы точки 
касания. Отв. х? == су3. 

7. Показать, что кривая, у которой полярная подкасательная [см. $ 110, 
часть 1} имеет постоянную величину, есть гиперболическая спираль. 

8. Показать, что кривая, у которой полярная поднормаль [см. $ 110, 
часть |] постоянна, есть архимедова спираль. 

9. Найти кривую, у которой полярная поднормаль пропорциональна длине 
радиуса-вектора. 

Отв ‚р — сеяй. 

10. Найти кривую, у которой полярная поднормаль пропорциональна 
синусу полярного угла. OTB. p =c-—acos 0. 

11. Найти кривую, у которой полярная подкасательная пропорциональна 
длине радиуса-вектора. OTB. p = cer, 

12. Определить кривую, у которой полярная подкасательная находится 
в постоянном отношении к полярной поднормали. Отв. р = се98.
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13. Найти уравнение кривой, у которой угол между радиусом-вектором 

и касательной составляет половину полярного угла. | Обозначая угол между 

радиусом-вектором и касательной через ф, имеем: &ф-==р: Fi. 

OTB, p =c (1 — cos 8). 

14. Полагая, что при Е = 0 скорость © = 9%, найти соотношение между © 
и & зная, что ускорение равно: а) нулю, Ъ) постоянному j, c) a- dt. 

. 1 
Отв. а) ч= 1%, b) v=wu-+ Jt, © U = Up -+ at + > 6. 

15. Полагая, что $ =0, при { =0, найти соотношение между $ и Ё, зная, 
что скорость равна: а) постоянному (= Up), D) m-- nt, c) 3-4 2¢ — 372. 

OTB. a) S= Ut, b) s = mnt + > nb, с) s= dt + 72 — £3, 

16, CkopocTb Teja, BbIXORAMerO 43 COCTOAHHA NOKON, paBHa 5f? m/cex no 
истечении # секунд. а) Как далеко будет оно отстоять от точки выхода, 
спустя 3 секунды? Ъ) Во сколько времени пройдет оно 360 м, считая от точки 
выхода? 

Отв. а) 45 м, 5) 6 сек. 

17. Тело выходит из точки О, и спустя секунд скорость его в напра- 
влении оси ОХ равна 12, а в направлении оси ОУ равна 4:2 —9. Найти рас- 
стояния, пройденные параллельно каждой оси, и уравнение траектории. 

- 4 2 yz 
— 612: y = -— В — 9 у“ х— = OTB. x = 62; у xt Ot; y (+ 9) 6" 

18. Тело движется таким образом, что скорости его по направлениям 
осей ОХ и ОУ равны соответственно Ах и —Ёу. Показать, что траекторией 
его служит равносторонняя гипербола. 

5 Интегральное исчисление



ГЛАВА Ш 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

$ 23. Понятие определенного интеграла. Настоятельно ука- 
зывая учащемуся на необходимость возвратиться к главе | 
и перечесть три параграфа: 8 3, 8 4 иб5, где были даны по- 
дробные разъяснения, касающиеся определенного интеграла, мы 
приводим здесь краткое напоминание сути дела. 

Во-первых, у каждой непрерывной функции Ф(х) имеется 
первообразная функция /(х), т. е. такая, которая при дифферен- 
цировании даст M(x), /’(х)==Ф(х). Нужды нет, что не всегда 
мы эту первообразную умеем отыскать, и нет нужды, что эта 
первообразная не всегда даже и выразима через элементарные 
функции !, — она все-таки всегда существует. 

Во-вторых, у каждой непрерывной функции Ф(х) имеется 
не одна первообразная f(x), HO бесчисленное множество, при- 
чем все они отличаются друг от друга на постоянную вели- 
чину. 

В-третьих, приращение f(b)—f(a), получаемое 
любой первообразной при переходе ее аргу- 
мента от значения а к значению 6, одинаково для 
всех первообразных и, значит есть величина постоян- 
ная, совсем не зависящая OT взятой первооб- 
разной f(x), а зависящая только от самой произ- 
водной Ф(х), да еще от значений а и Ь. 

Это приращение f(b)— f(a) первообразных, одинаковое у всех 
них, и называется определенным интегралом. 

Временно мы обозначали определенный интеграл через 70; не 
надо забывать, что`определенный интеграл есть просто число. 

$ 24. Теоретическое вычисление определенного интеграла. 
Раз определенный интеграл [2 зависит от производной Ф(х) и 

  

1 Даже в случае очень простых Ф(х5), каковы, например, е*, У хзшх, 

  

1 
‘i sin x 
их’ 5 ИТ. д, первообразные не выразимы ни через какие элементарные 

функции.
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от чисел @ и 6, то он должен как-то через них зычисляться. 
Это вычисление и было указано в виде следующего четырехчлен- 
ного общего правила нахождения определенных 
интегралов. 

Первый шаг. Разделить отрезок [а, В] на п отрезков, 
длины которых (считая по порядку от точки а к точке 5) 
суть: Ах, Ах., Ах., ..., АХ, 

Второй шаг. В каждом. из этих отрезков выбрать произ- 
вольным образом по одной точке &, В, &,..., би _1. 

Третий шаг. „Для каждого отрезка [х, х.| составить 

парное произведение @ (5; ) Ax, величины Ф (5) данной производ- 

ной Ф(х) в выбранной точке © на длину Ах, этого отрезка и 

все получившиеся п парных произведений сложить. 

® (&) Ax, + Ф (5) 4х, + ® (5) Ax,-+ . .. НФ (8,1) Ах,_.. 

Четвертый шаг. Найти предел составленной таким 0%- 
разом суммы и парных произведений, когда п безгранично увели- 
чивается и когда наибольшая из длин Ах, стремится к нулю 
как к пределу. Этот предел и будет искомым определенным 

интегралом Го. 

$ 25. Фактическое вычисление определенного интеграла. 
В указанном виде вычисление определенных интегралов имеет только 
часто теоретическое зночение, никогда на деле не осуще- 
ствляемое. Ибо, за исключением трех или четырех редчайших случаев, 
мы не умеем отыскивать прямо пределы указанных сумм. Поэтому 
в действительности идут как раз обратным путем, при котором 

для вычисления определенного интеграла Г не бывает нужно 

производить никакого перехода к пределу. 
Соответствующее практическое правило вычисления определенных 

интегралов таково. 
Первый шаг. Постараться отыскать для заданной произ- 

водной Ф(х) какую-нибудь ее первообразную f(x). Эти поиски. 

сводятся к отиыскиванию неопределенного интеграла [ Ф(х)ах 

и, вообще, не требуют никакого перехода к пределу, ибо ведутся 
формальным способом, или даже чисто алгебраически. 

Второй шаг. Найдя неопределенный интеграл f D (x)dx 

и, 3HQ4UM, KAK yI0-HUuOyOb nepeoobpasnyn f(x) Orn D(x), cocmasums 
разность }(6) — f(a). 

Эта разность f(b) — f(a) и будет определенным интегралом Г, 
т. е. тем пределом суммы Ф(&) Ах... --®(5,_,)Ах„_,, для 
разыскания которого у нас, вообще, нет никаких других средств. 

5%
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$ 26. Обозначение определенного интеграла. Если у нас нет 
никаких средств прямого вычисления определенного интеграла /8 

как предела суммы 

Ф (5) Ax, + $ (5) 4х,-...-+®(_,)Ах„_, 

и если, за неимением таковых, приходится довольствоваться таким 

косвенным способом, каким является использование неопределенного 

интеграла f @ (x)dx, далеко не всегда берущегося, но тем не менее 

очень важно рассматривать пределы указанных сумм, во-первых, 
в целях приложения к естествознанию и, во-вторых, 
в целях приближенного их вычисления. 

Имея это в виду, начинают с того, что дают удобное обозначе- 

ние определенному интегралу 1%. 
Учащийся уже знает, что точки &, &, ..., ©, MOKHO BbIGHPATE 

произвольным образом на тех п отрезках, на которые ` разбит 
основной отрезок [а, 6]. Поэтому можно за эти точки взять те самые 
точки Ху, Хо, ..., Хл_1 Деления, при помощи которых разбивают 
отрезок [а, 6], и где ради однообразия обозначений полагают а == Хо 
и 6 —=х,. В этом случае предыдущая сумма напишется в виде: 

Ф (хо) Ах, ® (x1) Ax, +... + O(%,_1)Ax,_ 3. 

Эту сумму обычно пишут в сжатом виде: 

S ® (x) Ax, 

roe wien @D(x,)Ax, ecTb общий член суммы и где точка х,, раз- 
вертывающая член за членом всю эту сумму, берется, начиная 
< точки Хо ==а и кончая последней точкой х„_!, чрезвычайно близкой 

к точке X,==5. Поэтому указанную конечную сумму, называемую 

часто «интегральной суммой», пишут в виде: 

b b 

S Ф(х)Ах, или даже 5 Ф (х)Ах, 
а а 

где подразумевается, что буква х, стоящая за знаком $ суммы, 

пробегает отнюдь не все точки отрезка fa, 6] непрерывным образом, 
но лишь те его точки деления х,, при помощи которых он разбит 
на отрезки: таких точек имеется всего п, начиная с ху.
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b 
Сам же определенный интеграл /«, являющийся пределом конеч- 

ной суммы @(x,)Ax 9+ O(x,) Ax,+ ... 4+ 0(x,_,) Ax, 3, пишут 
в виде 

Г Ф(хах 

и читают «определенный интеграл от а д0 6 э9 икс дэ икс». 
Необходимо указать со всей настойчивостью, что определенный 

b 
b 

интеграл /а == [ Ф(х)4х отнюдь не есть никакая сумма, но лишь 

а 

предел суммы: 
b b 

f ®@)ax Slim S @ (x) Ax. 

$ 27. Основная формула Лейбница — Ньютона и условие ее 
применимости. 

Из того, что выше было сказано о величине }(5) — f(a) опре- 
b 

деленного интеграла / р = Г ® (x) dx = f(b) — Г(а), следует основная 

a 

формула Лейбница — Ньютона: 

b 

XXII. fowax=fO®—fo. 

которая читается так: . 

определенный интеграл от неопределенной функции Ф(х) по 

отрезку [а, 6] равен разности 76) — (а) значений в концах 

этого отрезка какой-нибудь первообразной для Ф (х). 

Для практического вычисления определенных интегралов удобно 

применять одно обозначение. Именно, имея какое-нибудь выраже- 

ние Р(х), содержащее переменное х, часто встречающуюся разность 

Е (6) — Е (а) удобно писать сокращенно в виде [Е (ХУ. 

Таким образом, мы имеем: 

[В (хе =Р (6) —ЕР (0. 

Поэтому формулу Лейбница — Ньютона можно теперь написать 

в виде: 

хХхШ*.. Г D(x) dx =| f @ (x) dx |= ИСУ.
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Этим обозначением и пользуются при практическом вычислении. 

Заметим, что при вычислении определенных интегралов не стоит 

заботиться о выборе произвольной постоянной, ибо она все равно 

всегда автоматически исчезает при вычитании. 

4 

Пример 1. Найти f х? ах. 

1 
4 

3-4 
Решение. ] Хх? ах = [=| = 54 _1 = 21, 

1 
1 

к 

Пример 2. Найти f т х ах. 

0 
w 

Решение. f sin x dx == [— cos «]j = [—(— J] —(—)) = 2. 

0 

a 

Пример 3. Найти ] ах 

0 
ait. x2 ° 

Решение ] d = [Fart a. t aret 1 
" az-- x27 La а о а 8 

0 
т 1 T 

— = arc tg 0 — — — (0 = —— 
4a 4a ~ 

0 

п 4. Показать, ч | at 4 in — 0,134. ример казать, что a = 5 = 

Решение. Сравнивая © ХУ или с ХУП*, мы полагаем: и =2х, а =3, 
ау = Зах. Имеем: 

0 

ах 1 2x — 370 

f Gx?—9 ~~ 12 [in 5х а no XVII 
—1 

0 

ах ах _ 1 з-2х 
Дао = ] оми=-в [м я. 7° XVI* 

m1 

  

Следует употребить последнее равенство, а не первое, ибо в первом 
встречаются логарифмы отрицательных чисел. Применение же формулы ХУЦ* 
дает ответ. 

Важнейшая из всех формул — формула Лейбница — Ньютона — су- 
щественно предполагает, что функция Ф (х) непрерывна на всем от- 
резке [а, 6] и, значит, не имеет на этом отрезке никаких особенностей, 
и в частности, ни уходов в бесконечность, ни, вообще, каких-либо 
точек разрыва.
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Если же этого не принимать во внимание и если начать применять 
формулу Лейбница — Ньютона, не соблюдая этой осторожности, то 
тогда легко прийти к грубейшим ошибкам и к неверным цифрам 
в чисто технических вопросах. 

Пример такой ошибки. Учащийся хочет вычислить определенный инте- 
3 

ах 
грал f (x— 2)" но не обращает внимания на TO, что подынтегральная 

1 

функция Ф (х) = (т — 5 УХОДИТ в бесконечность на отрезке [1, 3]. Ибо имеем, 

очевидно, Ф (х) > -- со, когда х -> 2. Намереваясь применить формулу Лейб- 

ница — Ньютона, он пишет неопределенный интеграл и находит, 
(х— 2) 

что он равен -- С. Наконец, положив f(x) = Jy OH пишет: 

  

2—х 

3 
dx 1 1 

1 

Ясно, что произошла ошибка, ибо подынтегральная функция Ф (х) везде 
положительна. Поэтому интегральная сумма Ф (хо) Ахо -- Ф (х1) Any +... + 
-- Ф(х,—,) Ахи-—1, при а < 6, должна быть положительной и, значит, ее предел 
тоже должен быть положительным или равным нулю. Отрицательной 
же величиной он быть никак не может:. 

Ошибка произошла от незаконного применения формулы ХХШ Лейб- 
ница— Ньютона, которая всегда предполагает непрерывность функции Ф(х) 
на отрезке [а, 6]. 

$ 28. Взаимоотношение определенного и неопределенного 
интегралов. 

Зная неопределенный интеграл f ® (x) dx = f(x)+C, Mb azerko 
b 

вычисляем определенный интеграл f Ф (х) 4х при любых пределах а 
а 

и 6. Об этом нам говорит формула Лейбница — Ньютона: 

6 

XXIII. f D (x) dx = f (b) —f (a). 

+ Ошибку такого же характера мы сделаем, применив формулу суммы 

членов геометрической прогрессии == Text x24 x8 +... 4 x +... 

к случаю х=2, где эта формула уже незаконна. Ибо мы тогда 
получим: —1=1--2--4-—8-- 16--... Сумма положительных чисел 
не может быть отрицательной величиной. 
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b 

Наоборот, зная определенный интеграл f Ф(х)4х при любых 
а 

пределах а и 6, мы легко получим неопределенный интеграл 

Г Ф(х)ах при помощи той же самой формулы Лейбница—Ньютона. 

Действительно, обозначив переменное интегрирования в опре- 
-b 

деленном интеграле f Ф(х)4х какой-нибудь другой буквой, напри- 

а 

мер буквой Ё, мы можем переписать формулу Лейбница — Ньютона 
в виде: 

b 

fe@Oat=sfoO—fO. 

Переменив теперь букву b Ha букву х, мы имеем: 

[Ф0 dt = f (x) — f (a). (1) 

Рассматривая нижний предел @ как величину постоянную, а верх- 
ний предел х как независимое переменное, мы видим, что первая 
часть равенства (1) есть первообразная функция для подынтег- 
ральной функции Ф(х), ибо имеем: 

С = Ф(а) (2) 
и, значит, дифференцируя обе части равенства (1) по букве x, 
находим: 

х 

а XXIV. ах J ® (t) dt = © (x). 
а 

x 

Отсюда ясно, что, прибавив к Г Ф’(РаЕ произвольное постоян- 

a 

ное С, мы получаем неопределенный интеграл для функции ® (x), 
т. е. имеем равенство: 

XXV. f Ф(х)ах = Г Ф(Рах-+ С. 

Замечательную эту формулу читают: 

неопределенный интеграл есть сумма определенного интеграла 
с переменным верхним пределом и постоянным нижним плюс 
прибавочное произвольное постоянное.
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$ 29. Переменное интегрирования в определенном и в не- 
определенном интегралах. 

Буква х, стоящая под знаком интеграла в определенном и в не- 
определенном интегралах 

Года и Гефах, 
b 

носит в обоих случаях одинаковое название переменного интегри- 
рования. Однако ее роль в обоих интегралах совершенно различная. 

В определенном интеграле самый численный результат нисколько 

не зависит от переменного интегрирования. В самом деле, здесь 
роль буквы х чисто служебная, такая же, например, как роль 

i=100 

буквы {, когда мы хотим найти сумму чисел S i= 1-+--2-+- 3+ 
#51 

+ ...-+100= 5050. Определенный интеграл есть число, от пере- 
менного интегрирования не зависящее. Поэтому, в определенном 
интеграле переменное интегрирования можно обозначать какой 
‘угодно буквой. Таким образом, имеем: 

fowae=fooa=f owas ит. д. 

В неопределенном же интеграле переменное интегрирования 
является вместе с тем и независимым переменным, т. е. аргументом 
функции, получающейся после взятия интеграла. Поэтому перемен- 
ное интегрирования нельзя обозначать различными буквами 
8 неопределенном интеграле, ибо тогда будут получаться разные 
результаты, т. е. функции разных аргументов. Так, например, имеем: 

[ соз хх ==зшх -- С, f cost dé = sint С, 

[ соз 2 42 ==зт2-- С. 

$ 30. Перестановка пределов интегрирования. 
Так как 

b 

fe@ac=soO—f@ 

f®@de=sf@—sfO=—/fO—SOL 
b
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то отсюда заключаем: 

Гора =— [Фбдах. 

а b 

Словесно: перестановка пределов интегрирования равносильна 
перемене знака определенного интеграла. 

$ 31. Разбиение отрезка интегрирования. Пусть [а, 6] есть 
отрезок, по которому интегрируют какую-нибудь непрерывную функ- 
цию Ф(х), и пусть этот отрезок разбит на два отрезка [а, с] и 
[с, 6] какой-нибудь точкой с, находящейся внутри первоначального 
отрезка [а, 6]. 

Имеем: 

b с 

fe@dx=sfO—f@, f O(@)axe=fO—sS@ 
и 

b 

f®@dx=fo—F. (1) 

Складывая два последние равенства, имеем: 

с b 

[ефах- f O(x) dx = f(b) — Ff (a). (2) 

Значит: 
b С b 

[фах = [Ф<)ах- [®0дах. (3} 

Словесно: 
если разбивают отрезок интегрирования |а, 6] на несколько 

других отрезков, то интеграл по целому отрезку равен сумме 
интегралов по этим частным отрезкам. 

$ 32. Два простейшие свойства определенных интегралов. 
1. Определенный интеграл от суммы равен сумме опреде- 

ленных интегралов от ее слагаемых. 
Доказательство. Имеем: 

Гео) ах = [вах-{- [ зах — [ шах. 

1 Следует заметить, что формула (3) верна всегда, даже если точка 
.с не будет лежать между пределами а и В интегрирования, ибо равен- 
ства (1) и (2) остаются в силе и в этом случае; следовательно, сохраняется 
и равенство (3), вытекающее из них.
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Отсюда 

[f@to— eax] =[fadet foax—f ax] = 

=[fudz] +[fvdx] —[fwar] 

И так как всегда 

ХХШ*. f D(x) dx =| f ®(x)dx] , 

TO имеем окончательно: 
b b b b 

Га-о— фах fact fvdx—f wae, 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак опре- 
деленного интеграла. 

Доказательство. Имеем: 

f Ацах = А f udx, где А — постоянное. 

[ f 42 ax} =[A fade] =A[fuds] . 

Поэтому в силу ХХШ* имеем окончательно: 

Отсюда 

favae—a f uae, 

a а 

$ 33. Определенное интегрирование по частям. 
Имеем: (и9)’ == и’ -- и’о. Отсюда 

b 

, , —_ b fe {+ и’) ах = шо]. 
a 

Следовательно, 
6 b 

Го’ ах == [шов — [и ах. 
а a 

И так как vw’ dx=dvu u ul’ dx=dil, TO AMeeM OKOHYATeIbHO? 

b b 

XXVI. f av =[a0l,— | аи. 

a a 

Это и есть правило определенного интегрирования по частям.
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$ 34. Определенное интегрирование подстановкой. 
Это правило требует внимания и осторожности. 
Пусть /(х) функция непрерывна на отрезке [/А, В]. 
Положим 

x =f), 

где функция +(Р) такова, что для нее соблюдены следующие 
условия: 

во-первых, функция p(t) имеет непрерывную производную 
Ф’(Ё) на отрезке [11, [3], и 

во-вторых, численные значения функции х = $(Г) на от- 
резке [Ё, | не выходят за пределы отрезка [А, В]. 

Обозначим через а и O соответственно величины функции 
x = (tf) в концах отрезка [#1, #,], т. е. положим 

a=) uw b=9(t,). 

При указанных свойствах функции Ф(Р) на отрезке [t,, t,] мы 
имеем формулу: 

b ta 

XXVIL. f f(x)dx = f fle@l-o > dt. 
а ft; 

Эта формула и выражает собой важное правило преобра- 
зования определенного интеграла подстановкой. 

Доказательство этого правила. 
Рассмотрим две функции переменного #: 

$4#) t 

f foray a ffle@l-¢@- ae 
a t; 

и найдем производные от той и другой по переменному Е. Диффе- 
ренцировать первую функцию приходится по правилу производ- 
ной функции от функции, ибо ее можно написать в виде 

x 

frforay, re x=9(O. 
a 

Huddepenuupys no ¢, umeem: 

af fo) dy а [76 ау 
z =— 1 [по XXIV] = f(x): 7 = (В 9" ©.  
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Дифференцируя же по Ё вторую функцию, мы имеем прямо по 

формуле ХУ: 
t 

4 f fe @l-e@-de=Slele' O. 
f 

Следовательно, производные обеих функций оказались равными 
друг другу везде на отрезке [1,, Е5]. Значит, на этом отрезке обе 
функции отличаются одна от другой лишь на некоторую постоянную 
величину Су. 

Значит, имеем тождество на отрезке [f,, &.]: 

$ (2) £ 

[ горах == [УФ - 9" (2) +42 бо. (1) 
a t 

Чтобы BHIYHCAMTb NOCTOAHHOe Cy, NoOwKHM # =&. Имеем: 

ф (Е,) 

Г годах = | Ле. 9’ (2) 2-Е бь 
й а- 

7 

но o(¢,)==a. И так как определенный интеграл между равными 
пределами всегда есть нуль, то имеем: 

ф (1) ty 

J f(xjdx=O0 и [ fle@l-¢’'@-az=0. 
a t, 

Отсюда предыдущее равенство пишется так: 0 =0-{-С.. Значит. 
постоянное С, ==0. Поэтому вместо (1) имеем на [#,, [>] тождество: 

p(t) { 

f f(x) dx = f fle -0/ (2) - dz. 

a Е 

Полагая = и вспоминая, что $()==6, мы имеем оконча- 
тельно:. 

b ta 

ХХУИ. f f(x) dx = f flo]: 9 (t)- dé. 
a f, 

А это и есть правило определенного интегрирования подста- 

новкой. 

Чтобы выразить это правило словесно, вспомним, что 

9! (t) dt = det). 
Поэтому первая часть равенства ХХУП напишется в виде 

Г лелае@- 
t



78 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ ГЛ. Ш 

Наконец, вспомнив, что при подстановке функция o(f) была обозна- 
чена одной буквой х: 

х =$(0), 

мы можем написать правую часть равенства ХХУИПИ просто в виде 
ty, 

Г }(х)ах. Таким образом, все равенство ХХУП перепишется в виде 

f 

b ty 

Гус ах = | дах. (2) 
а Е 

Но здесь нужно большое внимание. В левой части этого равен- 
ства переменным интегрирования является буква х; в соответствии 
с этим пределы интегрирования поставлены при левом знаке опре- 
деленного интеграла такие, которые служат границами для этого 
переменного интегрирования. В правой части рассматриваемого 
равенства переменным интегрирования является отнюдь не перемен- 
ное х, но уже переменное {, ибо буква х здесь обозначает функцию 
буквы Е, х —=Ф({); в соответствии с этим и пределы интегрирования 
поставлены при правом знаке определенного интеграла такие, кото- 
рые служат границами для этого нового переменного интегрирова- 
НИЯ f. 

Таким образом, равенство (2), выражающее самую сущность пра- 
вила ХХУП определенного интегрирования подстановкой, должно 
читаться так: 

при определенном интегрировании пределы всякий раз нужно 
ставить только такие, которые являются границама того 
переменного, которое выбирается за истинное переменное инте- 
грирования. 

Пример. Определенный интеграл 0$ х 4х ==1, ибо f 0$ х 4х = 

> 
y
l
 

a 

Tv 

Z 

=sinx+tC, u, значит, 0 с0$ х 4х =[чахф =1—0=1. Если же мы 

K
e
s
 

| 
а 

сделаем подстановку х ==, то, приняв во внимание, что dx = 2tdt, moi 
к 
— 

должны пределы #1 и 5 у определенного интеграла f 2t cos t2 dt = | со; дах 

ty 0 
п 9, п 9 

поставить не прежние 0 и >, а такие, чтобы О=ди 5 =; это означает,
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w 
что fy} =O HW to= У =. Таким образом, имеем равенство! : 

т у = 

3 + 3 

Г сов жах = Г 2¢ cos £2 dt. 

0 

    

0 

ЗАДАЧИ 

Вычислить нижеследующие интегралы, применяя указанные подстановки; 

4 

ах _ 
1. ———-=4— 218. Положить Ух == 2. 

у 1+ Ух 

® 

2. | ——— = —, Положить х = QZ. 
VaI—xt 2 

0 

1 

” хах ————= 
3. == 1, lonoxuts V1 — x? =z. 

Vi-—x 

1 . 
4. sin a cos? a аа = --. Положить Sina = Z. 

3 

(311 0 -- с0з 0) 48 _ м3 __ — 
Зв 20 == Положить $1 6 — с0$ 8 =2.   

  

1 С пределами 5 и & при интегрировании подстановкой х==$(1) при- 
ходится соблюдать осторожность, как это явствует из примера: имеем, оче- 

4" 

a 

видно: J cos xdx = 2, u6o Г cos х 4х =зах-НС и, значит, 

wk 

2 

к 

+5 +". 

f cos xdx = [sinx] _ =1—(—1) =2. 

x 8 
—— 

Но, при подстановке х = @, мы имеем пределы & и й, дающиеся равенствами 
п т “ 

—5=% ta =. Предел & получился мнимый, ибо всякое действи- 

тельное число &, возведенное в квадрат, даст положительный результат, 
а не отрицательный. Во избежание подобных недоразумений, надо заранее 
смотреть. чтобы пределы а и 6 соответствовали концам & и 5 действитель- 
ного отрезка [4 #1].
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ах r 
* —_——_—~ == arc tg e— —.. = Z,. of ent cige— > Положить 2* = 2 

7. gti = м. Положить х =а sin? z. 
= — да 

  

8. Г Gt tg AY т. Положить х — 2 = 23. 

  

  

° @—2з 
In 5 

9. тах == 4—%, Положить е* — | == 22. 

4 V2 
y dy 3V 2 

10. = Положить 2 4у == г. 
И2-- Ау 2 

к 

dt п { 
. ——— = фе — = г. 11 | spam V3 Положить 85 =2 

In 2 

12. f Vel dx = 45", Положить е* — | = 2*, 

a 

————__—_ 4 

13. fx У 22 — уз dy=—. Положить у = @ $12. 

0 

Проверить следующие интегрирования: 

2 
4, | 2222 19. [us-votee 

1 Ух 

2 2 

15. Гух=8ах = 1. 20. УГУ =. 

6 0 | 

ь. Уя—9ах =. 21, уз 9ах = 0 +2 п 
0 

1 a 

17, Дубаи 18. 22. Гу = 

6 0 

т ах 

Vi—t =e. 23. ] 9ж-- 6х1 — 
1 0 

  18.
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1 

24. Ге dt = 1. 
9 

к 

25, fe sin 6 48 = 5 (e+ 1), 

6 

27. f soa =t УЗ, 

0 
6 

Найти определенные интегралы: 

32. fev) dx. 

4 

33. 1+Vy ау. 
y 

1 

1 

34. Г п 6 48. 
0 

35. ] sin? dB, 

0 

4 

хах 
35. 1“. 

0 

ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ 81 

3 

28. Г. 2 51128 40 =0,429... 

0 

> x2 dx п 29 пах т _УЗ 
: Vi—x? 12 8 

2 

¥2—1 п 
30. Так =уз—х. 

1 
4 
" 9 

3. [а 
‘ y 16— x? 

к 

6 
2 — 

37. 
] tg 3 49. 

©
 

o
T
 

ls
 

38, sin? 6 cos 6 dU. 

хах 
39. А 

: У 25 — 4x3 

ах 
40. ] 4х3 -- 4х 5 e 

_1 

41.   

5 
] ах 

$ V5+4x— 3° 

$ 35. Теорема о среднем. Пусть функция Ф(х) непрерывна на 
отрезке [а, 6], и пусть f(x) есть первообразная для Ф(х), 

Г (<) =Ф (>). 
Имеем: 

b 

f Ode =fH—fo. (1) 

Написав теорему 0 среднем дифференциального исчисления (т. е. 
теорему Лагранжа о «конечном приращении»), имеем: 

16) — (а) =@®Ф— а)Г (©) =@—а)Ф(%), (2) 
где с есть значение, промежуточное между а и 6. 

6 Интегральное исчисление
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Сравнивая (1) и (2), находим: 

b 

f ® (x) dx == (b — a) ®(c). (3) 

Это и есть теорема о среднем в интегральном исчислении. 
Здесь Ф (с) есть промежуточная величина между наибольшей вели- 
чиной М и наименьшей величиной m непрерывной функции Ф(х) на 
отрезке интегрирования [а, 6], так что из (3) имеем: 

(b—a)m< f O(x)dx <(b—a) M. (4) 

Укажем, что величину 
b 

a f ® (x) dx (5) 

нередко называют средней величиной функции Ф(х) на отрезке 
fa, Od}. 

В силу равенства (3) величина (5), в самом деле, является рав- 
ной величине данной непрерывной функции Ф(х) в некоторой. про- 

межуточной точке с, а<с<Ь, 
у ‚ т. е. числу Ф (с). 

$ 36. Определенный интеграл 
как площадь. Рассмотрим непре-. 

рывную функцию Ф (х) и положим: 

y= (x). 
Это есть уравнение некоторой 

кривой АВ (рис. 6). 
Пусть СД— неподвижная орди- 

ната, а РМ — подвижная. Обозна- 
чим через и величину плошади 

Рис. 6 СРМР. Когда х получает прира- 
щение Ах, тогда и получает при- 

ращение Ди (—= площади РР’М’М). Строя вписанный прямоуголь- 
ник РР’КМ и описанный прямоугольник РР’М’Ё, мы видим, что 
площадь РР’КМ < площади РР’М’М < площади РР’М’Ё, или 

PM.-Ax < Au < P/M’ - Ax. 

Отсюда, деля на Ах, имеем 1: 

РМ < st < PM’. 

— 
    

  

  

1 На чертеже РМ меньше, чем Р’М’. Если бы случилось, что РМ ока- 
залось больше, чем Р’М’, тогда в предыдущем неравенстве пришлось бы 
перевернуть знаки < и сделать их знаками >.
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Пусть теперь Ах приближается к нулю как к пределу. Тогда 
величина подвижной ординаты Р’М’” приближается к величине непо- 
движной ординаты РМ тоже как к пределу (ибо уесть непрерывная 
функция от х). Поэтому мы получим: 

du 
че == У(=РМ), 

или, в дифференциалах: 

du= ydx = (x) dx. 

Мы получили предложение. 
Теорема. Дифференциал площади фигуры, ограниченной кри- 

в0й, осью абсцисс, неподвижной ординатой и переменной орди- 

натой, равен произведению переменной ординаты на дифферен- 
пиал соответствующей абсциссы. 

Из этого предложения следует, что рассматриваемая переменная 
площадь и == СРМО есть одна из первообразных функций для Ф (х), 
так что, написав неопределенный интеграл от Ф(х) в виде 

fO(xyax = f(x) +0, 

мы должны иметь: 

СРМР = и = (х)- С, (1) 

где Су ‘есть какое-то вполне определенное численное значение про- 
извольной постоянной интегрирования С. 

Для того чтобы найти это число С., достаточно заметить, что 
площадь CPMD делается равной нулю, когда мы полагаем х==а. 
Поэтому, полагая в равенстве (1) 
переменное х равным а, мы из ра- 
венства (1) получаем: 

O= f(a) +Cy. A 

Значит, Су = — /(а). Поэтому “~ 

в 
    равенство (1) должно переписаться 

в виде: 
-а — 

CPMD = f(x)—f(a). — (2) ----2---— 

Если мы теперь хотим этим спо- Рис. 7 
собом получить вполне определен- 
ную плошадь СЕРО (рис. 7) для нашей кривой у=Ф(х), тогда 
достаточно в равенстве (2) положить х==2. 

Это нам дает: 

  

площадь СЕРР == / (5) — f(a). 

6+
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b 

И так как определенный интеграл f Ф(х)4х как раз и равен 

а 

разности /(5) — /(а), то мы получаем окончательную формулу: 

b 

площадь СЕРО == f @ (x) dx. (3) 

a 

Словесно: 
b 

определенный интеграл f Ф(х)4х от непрерывной функции Ф(х) 

а 

численно равен площади между кривой у=-Ф(х), осью 
абсцисс ОХ и двумя ординатами х=ан х=6. 

Примечание. Иногда неправильно освещают дело, утверждая, что 
«определенный интеграл есть площадь». Это неверно, ибо определенный 
интеграл прежде всего есть число, а не какой-то геометрический образ. 
А каково будет истолкование этого числа, это зависит уже от других 
обстоятельств. а именно, от геометрического, или механического, или физи- 
ческого смысла тех величин, которые изображены абсциссой и ординатой. 

Например, когда х и у рассматриваются просто как координаты точки 
b 

на плоскости, тогда определенный интеграл f уалх в самом деле есть пло- 

а 

щадь. 
Но когда х есть время, а Ф (х) есть скорость движения точки, тогда 

кривая у = Ф (х) является скоростным графиком движения, и тогда площадь 
под нею и между двумя ординатами изображает пространство, пройденное 
точкой в течение соответствующего отрезка времени. Поэтому в этом слу- 

чае определенный интеграл f уах, который по самому своему существу 

а 

является отвлеченным ‚числом. численно равен пройденному про- 
странству и, стало быть, изображает уже не площадь, а длину траекто- 
рии точки. Аналогично, определенный интеграл, дающий объем, поверхность, 
массу, силу и т. д., геометрически всегда изобразим в виде площади. 

b 

Основная формула: площадь == Г уа4х предполагает, что кри- 

а - 

вая у=Ф(х) действительно ограничивает площадь. Это озна- 

чает. что эта кривая не уходит в бесконечность и что обе 
абсциссы а и 6 конечны. 

Пример 1. Найти площадь, ограниченную параболой у == х?, осью ОХ, 
прямой х =2 и прямой х =4 (рис. 8 

Решение. Пользуясь предыдущей формулой, имеем: 

4 
3 4 

площадь Аврс- | бах 82 

а
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Пример 2. Найти площадь, ограниченную окружностью х2- у? == 25, 
осью ОХ и ординатами х = — 3, х =4 (рис. 9). 

Решение. Имеем у = Y 25— x2. Отсюда площадь 

  

4 
_ ee 4 

= [VBR 8 ax =[ZV Bw 4S are sn] 
, 2 2 513 

=64+2 arsine 6 — > arc sin(— =) =al,6 ... 

, no XX 
1 

Сравнить ответ с площадью этого полукруга щ”' 25 = 39,3... 

    
  

  

у 

р В 
Mix 

DA i) 

2 
од x 

C 

ПАВ * 

Рис. 8 Рис. 9 Рис. 10 

$ 37. Площадь кривой, заданной уравнениями в параметриче- 
ской форме. Пусть уравнения кривой даны в виде: 

x=o(t), y=). 

Мы имеем тогда у=ф(Р) и ах =’ (Е) 4Ё. Отсюда 

b te 

площадь = f ydx= | v(4)9' (6) dt, (1) 

a Е 

где ==, когда х=а, и Ё =, когда x =D. 

Пример 3. Найти площадь эллипса, параметрические уравнения кото- 
рого суть 

xX=acosy, y=dObsing (рис. 10). 

Решение. Здесь у=б пу и dx =—asing dy.
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т 
Когда х=0, ф= 5 и когда х=а, ф=0. Подставляя это в уравне- 

ние (1), мы получаем для первого квадранта: 

0 a 

площадь = fy dx=— f ab sin? g dg = 2%, u60 sin? g = 4 

0 

4 т 29. 

— 

2 

Отсюда, целая площадь эллипса равна хаф. 

$ 38. Задача приближенного интегрирования. Если невоз- 
b 

можно вычислить Точное значение интеграла f 7(х)ах, то приме- 

a 

няются методы приближенного интегрирования. Так как всякий 
определенный интеграл можно геометри- 

у чески представить в виде площади пло-- 
ской кривой, то тем самым задача при- 

рты ближенного вычисления интеграла сво- 
дится к приближенному измерению 
площади. 

$ 39. Правило трапеций. Площадь, 
ограниченную кривой у=)(х), можно 
с достаточной точностью заменить 

Х суммой площадей вписанных трапеций. 
Разобьем для этого отрезок оси ОХ от 

Puc. 11 х=а до х=ф на п равных частей и 
о5означим длину каждой такой части че- 

рез Ах (рис. 11). Так как площадь трапеции равна произведению 
молусуммы длин параллельных оснований на высоту, то будем иметь: 

  

% 
          o

p
 
S
T
 

площадь первой трапеции = (У, -- у) Ах, 

площадь второй трапеции == 5 (у. -- У) Ах, 

e e e e 1 e e e e e eo ® 

площадь п-Й трапеции == 5 (Yn-1 + Y,) Ax. 

Складывая площади этих трапеций, получим: 

сумма площадей трапеций == 

ооо... 2, уд Ах. 

Правило тропеций состоит в том, что искомую площадь $ 
мы полагаем приближенно равной сумме площадей трапеций: 

S= (MEN I+ ... + nat 5 In) Ax. (1)
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Очевидно, что чем на большее число делений мы разобьем 
интервал (а, 6) оси абсцисс, тем с большей точностью сумма пло- 
щадей трапеции будет представлять величину искомой площади, 
ограниченной кривой. 

12 

Пример. Вычислить Г х? 4х правилом трапеций. 
1 

Решение. Разобьем интервал оси ОХ от х =1 до х == 12 на одиннадцать. 
равных частей. Будем иметь: 

b—a _ 12—11 _ 
n Ilo 

Искомая площадь ограничена кривой у = х?. Подставляя в это уравне- 
ние значения абсцисс х = 1, 2, 3,..., 12, найдем значения соответствующих 
ординат у == 1, 4, 9,..., 144. Следовательно, по формуле (Т) получаем: 

S = (+4494 16+ 25-4+36-4+49+ 64481 + [00-121 +5..144)-1= 
! 

= 5775. 

Эта же площадь, вычисленная при помощи интегрирования, выражается 
числом 

1 = Ax.   

12 

Следовательно, в данном случае правило трапеций дает ошибку, мень- 
шую трети процента. 

$ 40. Правило Симпсона (параболическая формула). Вместо. 
того, чтобы точки деления кривой соединять хордами и заменять. 
искомую площадь суммой площадей у 
трапеций, можно получить лучшее при- 
ближение к искомой площади, проводя 
через точки делений, лежащие на кри- 
вой, дуги парабол и заменяя искомую 6 
площадь суммой площадей, ограничен- M, 
ных этими дугами и ординатами, 
соответствующими точкам делений. Че- У $ Vp 
рез какие-нибудь три точки, взятые ПрАРАР В 
на кривой, можно провести параболу aft "2 "39 a 

с вертикальной осью; ряд дуг таких Рис. 12 
парабол теснее прилегает к кривой, 
чем ломаная линия, состоящая из хорд, соединяющих последова- 
тельно точки, лежащие на кривой. 

Разобьем теперь интервал на оси ОХ от х==а= ОР, до 
—6=—= ОР», на четное число частей п длиною Ах каждая. Через. 

каждые три последовательные точки Му, М!, М,; Мь, Мь, М; ... про- 
ведем дуги парабол с вертикальными осями (рис. 12). Тогда получим: 

s 

‚
<
 

    Мл 

< 

      x    
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площ. криволин. параболич. трапеции Р.М, М,М,Р. = площ. трапе- 
ции РМ, М.Р. -- площ. сегмента параболы ММ, М; площ. трапеции 

Р.М М.Б, = > (Vo + Vo) + 2Ax = (Ny + у) Ах; площ. параболич. сег- 

мента М.М, М, = двум третям площади описанного параллелограмма 
2 2 

ММ, М.М, =F [5 —5 (Yo t+ у») 2Ах = 3 (2y, — Yo — Yo) Ax. 

Следовательно, 

площ. первой параболич. трапеции Р.М М, М.Р, = 

2 4 
= (Yo + Vo) Ax -Н 5 (у, — Vo — Ve) Ax = = Oo+ 4у, - у»). 

Таким же образом 

площ. второй параболич. трапеции == “= (¥o+ 45 +- y,), 

площ. третьей параболич. трапеции == A (y+ 45+ Ye), 

площ. последней параболич. трапеции =O (Vn—-2 tT 4Vn—-1 +t Vn) 

Складывая площади всех параболических трапеций, получаем: 

А 
2 оо 4-2, -Н 4-2 ... 2,2 4у,-1- у»). 

Следовательно, по формуле Симпсона (п — четное число) полу- 
чаем: 

A 
иском. площ, == $ == 3. (у- 4+ 2у,--4у, +2, ... Ну,). (И) 

Как и в случае правила трапеций, чем большее число делений п 
мы возьмем, тем более точные получим приближения к искомой 
‚площади. 

10 

Пример. Вычислить по правилу Симпсона интеграл Г „ХЗ 4х. 
0 

Решение. Разобъем интервал от х =0 до х==10 на 10 частей. Будем 
иметь: 

6—а _ 10—00 _ 
A 10 J = Ах.   

Искомая площадь ограничена кривой у = х3. Подставляя в это уравне- 
ние абсциссы х-==0, 1, 2,..., 10, найдем соответствующие ординаты у == 0, 
1, 8, 27, ..., 1000. Следовательно, по формуле (1) получаем: 

$=10+4+16+- 108 + 128 +-500 +- 432 + 1872 + 
+. 1024 + 2916 + 1000) = 2500.
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Интегрированием мы придем к тому же результату: 
10 

10 
$ = ] хз ах = =| = 2500. 

é 0 

Совпадение, как легко показать, — не случайность. Природа формулы 
Симпсона такова, что она дает точный результат для всех функций 

f (*%) = Ахз-- Вх Сх-- О. 

ЗАДАЧИ 

1. Вычислить интеграл последнего примера по правилу трапеций, раз- 
бивая интервал интегрирования на 10 частей. Отв. 2525. 

5 

ах 
2. Вычислить ] —; при помощи обоих правил, разбивая интервал ин-- 

1 
тегрирования на 12 частей. Отв. По правилу трапеций 1,6182; по правилу 

м Симпсона 1,6098. 

3. Вычислить Г хз ах при помощи обоих правил, полагая п == 10. 

1 
Отв. По правилу трапеций 3690, — Симпсона 3660. 

10 

4. Вычислить f 1 хах при помощи обоих правил, полагая п = 10. 

1 
Отв. По правилу трапеций 6,0656, — Симпсона 6,0896. 

2 

  

ах 
5. Вычислить ] Гри при помощи обоих правил, полагая п = 6. 

0 
Отв. По правилу трапеций 1,0885. — Симпсона 1,0906. 

8 41. Интеграл с бесконечными пределами. До сих пор пределы 
интегрирования мы считали конечными. Но даже в элементарных 
вопросах иногда приходится отказаться от этого ограничения и рас- 
сматривать интегралы с бесконечными пределами. В некоторых слу- 
‚Чаях это бывает возможно, если пользоваться следующими опреде- 
лениями. 

Если верхний предел бесконечен, то полагаем (по определению):. 

+00 b 

f e@ax= tim f e(x)ax, 
Ь > + < 

а а 

а когда бесконечен нижний предел, то полагаем (по определению): 

= ОО - 

5 b 

f ф(х)ах = lim Гесдах, 
a>—co + 

предполагая заранее, что эти пределы существуют.
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со 

и ах 
Пример 1. Найти: f a 

1 
+00 b ь 

ax . ах . } 1 
Peuen ‚| —- = lim === lim |--- = lim |[-5 1]=1. 

e we : x? b> +00 x b>+00 b + be 1 &-»+00 

+00 

2, 8аз ах 
Пример 2. Найти: f xt 4a? * 

0 
+00 5 

8a3 dx 8a3 dx х 12 
Р e { So. li —_———_ = i 2 5: om ешение La =, И = 442 т [4a arctg ба | 

0 а 
b к 

= i 2 — — 2 ве — — 2 , tim [4a arctg 5, 4a 5 2ка?. 

  

  

Рис. 13 

Истолкуем этот результат геометрически (рис. 13). Кривая, выражаемая 
данной функциеи, есть локон, уравнение которого и есть: 

_ 8a3 

I= x2 +. 4q? ° 
Значит, 

b 
8аз ах b 

площ. ОАВЬ = ———— =: 44% аг —. 
nt x? -+. 4q2 arctg 2a 

0 

По мере того, как ордината Вф будет неограниченно удаляться вправо, 
правая часть этого равенства всегда будет оставаться величиной конечной, 
стремящейся к определенному пределу: 

b 
lim [4 2 arct | == 2rq?, 

b >+00 we aren 2a * 

Как в этом случае, так и во всех аналогичных условимся называть этот 
результат перехода к пределу величиной площади кривой. 

+00 

Пример 3. Найти: ] ==. 

1
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Решение. ] ах = =. /* — = Ши (118). 
‘ x boo b >+00 

Но при возрастании $ до бесконечности предел шё не существует; сле- 
довательно, 8 этом случае интеграл не имеет смысла и соответствующей 

.. 1 
площади кривой у = > (гиперболы) нет. 

$ 42. Интеграл от функции прерывной (уходящей в беско- 
нечность). Рассмотрим теперь случай, когда подынтегральная функ- 
ция от отдельных значений переменного, лежащих внутри пределов. 
интегрирования, претерпевает разрыв непрерывности. 

(Сначала рассмотрим случай, когда подынтегральная функция не- 
прерывна для всех значений х, лежащих между пределами а и 6, 
кроме значения х = а. 

Если а< фи ев положительно, принимаем такое определение ин- 
теграла: 

fowar = = iim few dx, (1) 

© ate 

если же ф(х) непрерывна при всех значениях х, кроме x=), при- 

нимаем такое определение интеграла: 

b—s 

few adx—= jim LJ p(x) ax, (2) 

предполагая, что пределы при = —> 0 существуют. 

a 

ах 
Пример 1. Найти: |“. 

р р ° у а? — х8 

1 
Решение. есь aS обращается в бесконечность при х-==а. Сле- 

at— x 
довательно, по формуле (2): 

a a-~e 

° ax 
x ame 

| ——— = lim == lim [arcsin =| = 
. а —х = im f Va ee &->0 0 

0 

= lim rec =) == arcsinl =— 5 . 
& —0 ® 

Пример 2. Найти: f =. 

0
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1 
Решение. Здесь - обращается в бесконечность при х == 0. Следовательно, 

по формуле (1): 

ах , 1 
oe = lim — = lim [In =). 

>о. x e->0 Е 

В этом случае никакого предела не существует, а следовательно, не 
существует и интеграла. 

Если с лежит между а и би функция ф(х) непрерывна для всех 
значений х в этих пределах, за исключением значения х —с, то, 
полагая, что ве и =’-— числа положительные, интеграл между @ ив 
определяем формулой 

С-Е 

обоих = tim , J ede + tin im few dx, (3) 

O eae! 

предполагая, что каждый предел в отдельности существует. 
За 

. 2х ах 
Пример 3. Найти: | . 

0 (x2 — a2 

Решение. Здесь подынтегральная функция обращается в бесконечность 
при х = а, т. е. при значении х, лежащем между пределами интеграции 0 
и За. Следовательно, нужно обращаться к определению (3). Итак: 

а-е за 

fae 2x dx 2x dx iim [ 2хах = tim f Qx dx = 
ae e-> Oe —. e&'-»0 , вы 
y3 0 Otay? ate (x? — a2) 8 

1 1 a—e 1 3a 

— 2 3 | lim 2__ 23 | = = jim 3 (x? — a?) о Те, 3 (2 — a7)" da, er 

2 

= lim [Е 3 | lim |378a*— 3 Viatep— a| = 
e ->0 e’ > 

2 2 2 

= 3а3 —- баз = 943 

Чтобы интерпретировать этот результат геометрически, рассмотрим кри- 
10 

5 2х 
у= 5 

а?) 3 

{рис. 14). Для нее прямая х = @ есть асимптота. 

а-Е о 

Mion OPE= | =, -3V@=er—a + 
0 “tay?
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По мере перемещения ординаты ЕР вправо к асимптоте, т. е. по мере 
приближения = к нулю, правая часть этого равенства остается величиной 
конечной и стремится к определенному пределу: 

2 2 

lim [ааа — Заз. 
в -> 0 

2 

Как и в примере предыдущего $ условимся этот результат Заз перехода 
к ‘пределу считать величиной площади, ограниченной кривой ОР, асимптотой 
и осью ОХ. Подобным же обра- 
30M 

За 

2хах _ 
=== 

ate’ (x2 — a2)® 

niow, E’QRG= 

— 37 88 —ЗУ@т =) — аа 

Когда ордината £’Q двигается 
влево к асимитоте, т. е. когда =” 
приближается к нулю, правая 
часть этого равенства остается 
величиной конечной и стремитс 

2 

к определенному пределу ба3. 
Этот предел принимается за ве- 
личину площади между Kpu- 
вой QR, асимптотой, ординатой 

2 

    

        
2 Рис. 14 

для х =заи ОХ. Сумму 9а3 ре- 
зультатов принимают за величину площади между кривой, ординатой 
OAL x = 3a u OX. 

2a 

Bo ах 
Пример 4. Найти: Тот ‚ где а > 0. 

0 
Решение. Эта функция также обращается в бесконечность между пре- 

делами интегрирования. Следовательно, прилагая определение (3), получим: 

  

2a a—e 2a 

| 
О in f ax 

(х — а)? ey (х— а) в’ >0 (х — а) 
0 0 at+e’ 

_ 2 
— lim [| "im [— 1 | _ 

= > 0 х — а 0 e'-»0 х—а a+e’ 

. ] ] . ] ] 
= lim (~-<) lim (—= =). 

=->0 \ 8 а тм а т: 

В этом случае пределы не существуют и интеграл не имеет смысла. 
Начертив кривую, изображающую данную функцию (рис. 15), и заметив 

пределы, наидем, что, по-видимому, существует большое сходство с преды-
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дущим примером. Однако в этом примере для заштрихованной части (рис. 15) 
нельзя создать того условного понятия величины площади, которое сделано 

для предыдущего случая, так как интеграл в дан- 
у 8 ном случае не имеет смысла. 

* Насколько важно исследовать, обра- 
щается или нет данная функция в беско- 
нечность внутри пределов интегрирова- 
ния, обнаруживается тотчас же, если     

  

    

    
  \ приложить к нашему примеру формулу 

\ интегрирования без всякого исследования. 
<_ Это дало бы: 

2а 5 

ах = [-- 1 |= 2 
(xa)? X—a\, a 

0 

— результат явно абсурдный, ибо подынтегральная функция поло- 
жительна. 

  

  

ЗАДАЧИ 

+00 
3 

_ax  _* 3x dx -— 
1. f а 3 =~ о 

7. = — У 125 . 

. atx 2a ин 

+00 
5, 

ах д 
Or 

2. ] = “> 
8. a: d —4 

xV~e—1l 2 Vx x=4r 

+ OO 
, 

“ах 1 ах и 
3. Ts 5 9 _ or 

Xx 3 
. = —. 

1 
6 Vr Xx 

+00 
t 

° 1 4. | ak AX =~ 10, f inyay =—1. 

0 
0 

+ou 
1 

° ax ] , 
5. ] (a-+ x)” пра! (n > 1). 11. fx Inxdx=——, 

° 
0 

+00 
о. 

. ax 
at | 

ST 
—mo 6. ] ж--2х--2 12. f гар" ш2 5. 

=O 1



  

ГЛАВА ТУ 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ КАК ПРОЦЕСС СУММИРОВАНИЯ. 

ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ, 

$ 43. Введение. До сих пор мы рассматривали интегриро- 
вание, как процесс, обратный дифференцированию. Но 
это является лишь только одной стороной дела. Другой стороной 
и притом несравненно более важной для бесчисленных применений 
интегрального исчисления к геометрии, механике и, вообще, 
ко всему естествознанию, является то обстоятельство, что 
интегральное исчисление дает нам в руки могущественный способ 
фактически находить пределы сумм бесконечно увеличивающегося 
числа бесконечно умаляющихся слагаемых. Стремление сводить 
свои проблемы к отыскиванию пределов таких сумм естествознание 
имело еще до эпохи Ньютона, и затем это стремление окончательно 
оформилось, окрепло и систематизировалось. Таким образом, было 
вызвано к жизни интегральное исчисление, даже несколько раньше 
дифференциального исчисления. С этой точки зрения интегральное 
исчисление получает вид уже не исчисления, обратного диф- 
ференцированию, но процесса суммирования. 

Однако обе эти стороны интегрального исчисления тесно пере- 
плетаются между собою и, без обращения дифференцирования, ин- 
тегральное исчисление как процесс суммирования не многого бы стоило. 
Действительно, этот процесс суммирования есть пооцесс ле прямой, 
но косвенный. Прямым образом производить отыскивание пре- 
делов таких сумм мы до сих пор не умеем!. Но коль скоро мы 
сумели решить проблему, обратную дифференцированию, т. е. 

отыскали неопределенный интеграл f Ф(х)ах, то тогда становится 

решенной и проблема суммирования, ибо предел` суммы 

D (Xo) Axy + D (x) Ax, D (x2) Axg—+ «2. 4+ O(%,_1) AX, -1, 

где х,==8, x,—b urae n—->-+oo B TO Bpema, kak Bce Ax;— 0, 
равен: 

Г fre ax) 

1 Кроме двух-трех редчайших случаев, когда мы умеем найти величину 
определенного интеграла с численными пределами, не зная соответствую- 
щего неопределенного интеграла.
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Таким образом, вся сила интегрального исчисления основана на 

возможности находить неопределенные интегралы Г Ф (х) ах, не про- 

изводя никаких переходов к пределу. По этой причине начинающий 
долго обучается искусству отыскивать неопределенные интегралы 
всяческими приемами!. Но затем учащийся должен научиться при- 
менять находимые им неопределенные интегралы к суммированию 
бесконечно умаляющихся величин, необходимому для многочисленных 
задач геометрии, механики и, вообще, всего естествознания. 

$ 44. Общая схема применения интегрального исчисления. 
Интегральное исчисление применяется к самым разнообразным вопро- 
сам геометрии, механики, физики, химии, биологии и вообще есте- 
ствознания, следуя всегда одной и той же схеме. Вот эта схема: 

Если нам необходимо определить какую-нибудь величину У, 
110 мы разбиваем ее на большое число малых частиц: 

V=at8-+y+ coe +p 

и стараемся представить общий член этой суммы в виде пар- 
ного произведения: 

Фф (8,1) ° AX;_1 

где непрерывная функция Ф(х) нам известна, но где численное 
значение аргумента &_, находящегося на отрезке [х,_, х/, нам 
неизвестно. Если нам удалось это сделать и мы получили ра- 
венство 

У=Ф(® Ах РФ (5) Ах + Ф)Ах, |... + 0(€,_1)Ax,_1, 

где хо =а и х,„=6, мы делаем переход к пределу, совершенно 
рассеивающий влияние нейзвестности аргументов &, 1, , ..., и 
и дающий нам выражение искомой величины У в виде определен- 
ного интеграла: 

b 

V = lim [D(x 9)Ax9 + ® (x,)Ax,4- «6. + O(%,_ AX, 1) = f ®@ax. 

Если мы сможем взять неопределенный интеграл f Ф (х) ах, 

мы вычисляем конечным образом искомую нами величину У по 

1 Часть известных до сих пор неопределенных интегралов Ньютон 
мог получать интуитивным методом. Систематический канон для поисков 
неопределенных интегралов был дан Лейбницем. Петербургский академик 
Эйлер довел систематизацию таких поисков до высокого совершенства. 
После Эйлера было получено всего лишь несколько новых неопределенных 
интегралов. Наш математик Чебышев показал, что в некоторых направ- 
лениях нельзя продолжить с успехом изысканий Эйлера, так как имеются 
случаи, когда неопределенный интеграл невыразим через элементарные 
функции.
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формуле Лейбница — Ньютона; 

=| fomax].. 

Заметим, что «общий член» Ф(х,_‚)Ах;_, интегральной суммы 
D(X) Axy Ф(х) Ах... +Ф(х,_0Ах,_. часто пишут просто 

‚в виде Ф(х)Ах или даже в Bune M(x) dx! и называют «элементом» 
величины У. 

Сообразно указанной схеме, соответствующее правило примене- 
ния интегрального исчисления должно разбиваться на следующие 
три шага. 

Первый шаг. Разделить искомую величину У на неогра- 
ниченное число частиц сколь угодно малых размеров. 

Второй шаг. Найти выражения для этих частиц так, 
чтобы их сумма У имела вид: 

® (E) Axo + ® (E,) Ax, + ... +O(,_,) Ax, 

Третий шаг. Определив надлежащие границы х =аих==6, 
написать переход к пределу: 

b 

lim [® (E) Axy—+ D (&,)Ax, + ... + OE,_)Ax, J = [®@ax 

и вычислить определенный интеграл по формуле Лейбница — 
Ньютона: 

Госоак=[ [60а]. 

$ 45. Площади плоских кривых в прямоугольных координатах. 
Наиболее ясным примером, на котором иллюстрируется общая 

схема применения интегрального исчисления, является задача 
о точном отыскании величины У площади плоской кривой. 

Пусть мы хотим найти точную величину У площади, ограничен- 
ной непрерывной кривой х —=Ф(х), осью абсцисс ОХ и ординатами, 
восставленными в точках х =а и х==6 (рис. 16). 

Первый шаг. Делим отрезок [а, 6] на п каких-нибудь малых 
отрезков и восставляем ординаты в точках деления ху, хо, „..., Хи_1. 
Этим построением мы разрезаем искомую площадь У на п тонких 
площадок, опирающихся на наши отрезки. Длины этих отрезков мы 
обозначаем через. Ах., Ах:, ..., Ах,_, (рис. 17). 

Второй шаг. Тонкая площадка, опирающаяся на отрезок 
[х, Хи, Очевидно, содержится между площадями описанного 
и вписанного прямоугольников, опирающихся на этот же самый от- 
pe3ok [x;, X;4:] ¥ имеющих самую большую и самую малую ординаты. 

1 Нам безразлично, писать ли Ах или 4х, потому что, раз буква х 000- 
значает независимую переменную, то Ах = ах. 

7 

{ Интегральное исчисление
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Значит, рассматриваемая тонкая площадка с кривым верхним осно- 
ванием в точности равна площади прямоугольника, опирающегося 
на отрезок [х;, х;.| и имеющего высотой ординату кривой Ф (&\), 
промежуточную между наибольшей и наименьшей ординатами 

у у 

| 

  

  

<|
, а | “Fa 5 --4 

Puc. 16 Puc. 17 

  
на отрезке [х;, х;.!|. Это будет ордината кривой в некоторой нам 
неизвестной точке & отрезка [х;, х;.!|. Следовательно, величина 

у 

| 
  

               

   

     YW), 
А 

a@-- ах Sat --+ 
Рис. 18 Рис. 19 
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ow
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| 
Ха) 

ИЕ 
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a} ах, х, Хо: 8 OE 
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  WS
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кривой площадки, опирающейся на этот отрезок, в точности 
равна Ф (&;)Ах; и, значит, имеем (рис. 18): 

V =O (&)) Ax) + @ (6) Ax, + ... +0(6,_1) Ax, 3. 

Третий шаг. Написав переход к пределу, имеем: 

У == Нм [Ф (&) Ах Е ФЕ) Ах, ... +0€,_)) Ax,_ = 

= Г Ф (х) ах. 

Следовательно, 
b 

площадь —= Г уах. 

а
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Эту формулу легко запомнить, если сознательно допустить гру- 
бость в мышлении, представив себе, что интеграл есть сумма 
(а не предел суммы, как происходит в действительности) элемен- 
тов площади удх, т. е. прямоугольников (вроде КЁ) с высотой у 
и основанием 4х (рис. 19). 

$ 46. Упрощение в выводе формул. В правиле примене- 
ния интегрального исчисления, сформулированном в преды- 
дущем параграфе, самым трудным является второй шаг, который тре- 
бует, чтобы было строго доказано точное равенство {-Й частицы искомой 
величины У парному произведению Ф (5) Ах,. Иногда такое доказа- 
тельство представляется хлопотливым. Поэтому очень часто, когда 
дело представляется совсем ясным, разбив искомую величину У на 
частицы, не доказывают, что {-я частица строго равна парному про- 
изведению Ф(5,) Ах;, а просто бе- 
рут сумму Ф(х) Ах -- Ф(х,) Ах, -- у 
--... НФ (хх, _) Ах,_1 парных про- 
изведений Ф(х,)Ах, и утверждают, 
на основе данных интуиции, что 
эта сумма будет тем ближе к \, чем ур 
мельче будут все Ах,, и что в пре- 

  

      

    

  

    ААА 

№ 
№    

деле сумма Г Ф(х)Ах, сделается we 

pasuo V. ° : ng 
В качестве примера возьмем опре- у AY 

деление величины У площади, огра- 
ниченной: кривой х==Ф(у), осью x 
ординат ОУ и горизонтальными ли- G | 
ниями у=си у=— 4. 

Первый шаг. Строим п че- 
тырехугольников, как показано на 
рис. 20. Искомая площадь У «o4e- 
видно» является пределом суммы площадей этих четырехугольников, 
когда число их безгранично увеличивается, а высота каждого из них 
стремится к нулю. 

Второй шаг. Обозначая через у., у, ..., У» расстояния верх- 
них оснований этих четырехугольников от оси ОХ, и через Ау,, 
Дду.,..., Ау, соответственно их высоты, видим, что размеры верх- 
них оснований соответственно равны Ф (у), Ф(у,),..., Ф(у,). 

Поэтому площадь {-го четырехугольника равна Ф(у,) Ду, а их 

сумма есть Ф (у)Ау,-- Ф(у,) Ау. |... {ФО Ау,. 

Рис. 20 

1 Чтобы избегнуть обращения к непосредственной интуиции, обычно 
прибегают к так называемому принципу интегрального исчисления, позво- 
ляющему при суммировании бесконечно малых пренебрегать бесконечно ма- 
лыми равномерно-высшего порядка, сохраняя при этом всю точность оконча- 
тельного результата. Об этом см. $ 55, 

7*
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Третий шаг. Написав ‘переход к пределу, имеем: 

а 

V = lim [9 (y) Ay, + ® Or) AY. + ... +ФО Ау, = f ® (y) dy. 

Следовательно, 
а 

площадь = Г хау. (2) 

с 

Эта формула легко запоминается, когда, сознательно прибегая 
к огрублению мышления, представляют себе (назаконно), что интеграл 

есть сумма элементов 
у площади ха,у, т. е. пря- 

моугольников с высотой 4у 
и основанием х (рис. 21). 

$ 47. Смысл отрица- 
тельного знака у площади. 
В формуле 

  

     

  

РРР 

=: 

ААА 

Wij” 
площадь = f yax (1) 

a 

  

и 7 предполагается, что а. 
Так как написанный направо 

Рис. 21 определенный интеграл есть 

предел суммы Ах -- 
+ y,Ax,+...+ y,_,4%,_1, TO, CCIW y является отрицательной ве- 
личиной, тогда каждое парное произведение y,Ax, TOKe OTPHLa- 
тельно. Поэтому в этом случае формула (1) дает площадь со зна- 
ком минус. Но это означает только то, что площадь лежит ниже 
оси ОХ. 

Пример 1. Найти площадь одной волны синусоиды у= пох (рис. 22). 
Рещенце. Так как п х =0, когда х = 0, т, 2%, ..., то 

b к 

плошадь ОАВ = f ydx= Г зи х ах =2, 

а 0 

b 2 

площадь ВСР == fy ах = | захах =—2. 

% a 

Пример 2. Найти площадь, ограниченную полукубической параболой 
ау? = хз, осью ОТ и прямыми у=а, у=2а (рис. 25)
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1 2 

Решение. Элемент площади == «dy = a® y 34 у. 
Отсюда 

2а 1 2 

площадь ВММС == fey dy = 2 at(W32 —1) = 1,304 ... 48. 
a 

Заметить, что площадь ОЁМВ == а. 
Пример 3. Найти площадь, заключенную между параболой х? = 4ау 

3 
и локоном Аньези у = т (а > 0) (рис. 24). 

  

A
N
 

A
P
s
 

a
 >
<
 

  

  

а [ 

Рис. 23 Рис. 25 

    
Решение.. Для определения пределов интегрирования решаем уравнения 

данных кривых совместно, чтобы найти точки, в которых кривые пересе- 
каются. Найдем, что точки пересечения суть А (—24, а) и С (24, а). 
H Из рисунка 24 видно, что площ. ДОСВ = площ. ДЕСВА — плс:ц. РЕСОА. 

о 
2a 

, ваз ах 
площ. ДЕСВА =2Х площ. ОБСВ =2 | щ Х площ x? 4a 

0 
2a 

площ. DECOA =2X naow. OEC = 2 f = 4х = 4 a’, 

0 

= 2na3, 

3
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Следовательно, 

площ. AOCB = 2na* — = а? = 2q2 (= — 5) . 

К решению вопроса можно подойти иным путем, рассматривая полоску MS 
как элемент площади. Если обозначить ординату, соответствующую локону, 
через у“, а ординату, соответствующую параболе, через у”, то дифферен- 
циальное выражение площади полоски М5 будет (у* — у*") 4х. Подставив 
значения у’ и у** в функции х из данных уравнений, получим: 

За 

площ. ДОСВ =2 Х площ. ОСВ =2 [ (у* — у*") ах = 

0 
2a 

8a3. x2 2 
=— AS a Sn — 2 с — 2 (+ Г даа че) 4х = 24 (« 3). 

0 

Пример 4. Найти площадь эллипса 
x2 2 
— + У = 1. 

а 2 

Решение. Ищем площадь квадранта эллипса, т. е. четверти эллипса OAB 
р 

(рис. 25), причем пределами служат х =0 их==а, ау == a Vex. 

Подстановка в (1) дает: 

ь a У. 1 a 
РУ Ox 2 , ab _ x Tab 

пло ‚оав= 4 | а? — x3 ах = [5% а? — x? Fare sin =| =——. I a} ) эт (*—^) ТР a4 
0 

Следовательно, площадь всего эллипса равна каф. 

ЗАДАЧИ 

1. Вычислить площадь, ограниченную прямой у==5х, осью ОХ и ордина- 
той x = 2. Отв. 10. 

2. Вычислить площадь, ограниченную параболой у? = 4х, осью ОХ и пря- 
мыми х=4их=:9. 

Отв. 25-1. 
3 

3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у? = 9х и у = 3х. 
Отв. 0,5. 

4. Найти площадь, заключенную между равнобочной гиперболой ху = а?, 
осью ОХ и ординатами х=аи х==24. 

Отв. а? ш2. 
5. Найти площадь, заключенную между кривой у =4 — х?и осью ОХ. 

2 
Отв. 10 3 ® 

6. Найти площадь, заключенную между полукубической параболой у? = x3, 
осью ОТ и прямой у == 4. 

Ors. у. 

2 

+y" =a 
OTB, Sat, 

` 

2 

3 <]
 

в 

7. Найти площадь, ограниченную гипоциклоидой х
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x x 

© ~ a =a ~ 

8. Найти площадь между цепной линией у == a(¢3 +e x) ocamu OX u 

ОУ и прямой х == а. 
2‘ „о 

Отв. 95 (е — 1). 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у = х3, прямой у=ди 
осью ОУ 

Отв. 12. 
10. Найти площадь, ограниченную кривой у = шх, осью ОХ и ординатами 

x=lux=—a. 
OTs, a(ina—1)+1. 

2 2 

11. Найти всю площадь, ограниченную кривой (=) +(#)° — 1, 

  

b 
3nab 

Отв. 37° 

12. Найти всю площадь фигуры, ограниченной кривой ау? = хз (2а—х). 
Отв. па”. 

13. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми х(у—е*) == зах и 
2ху = 2 sinx-+ х3, осью ОТ и ординатой х =1. 

1 
1 7 

Я — — 2 = —_—— = OTB, J (6 5 x) ax е — в 1,552... 

0 
8 

14. Найти площадь, содержащуюся между локоном Аньези ет 

и осью ОХ, асимптотой кривой. 
Отв. 4ка?. 

15. Найти площадь, заключенную между циссоидой у? = и ее асим- 
2а—х 

птотой Хх == 24. 
OTB. 3xa". 

16. Найти площадь, содержащуюся между параболами у? = 2рх и х? = Qpy. 
4 — Отв. 3“. 

17. Найти площадь, содержащуюся между параболой у?=2х и кругом 
y? = 4x — Xx". 

Ors. 2 (= —+) — 09499... 

18. Найти выражение площади, ограниченной равнобочной гиперболой 
Хх? — у? = a”, осью ОХ и диаметром, проходящим через любую точку 
(x, У). 

  

я 

Ors, S-in 2, 
2 a 

19. Найти путем интегрирования площадь треугольника, ограниченного 
осью ОУ и прямыми 2х Гу 8 =0и у=—4. 

Отв. 4. 
20. Найти интегрированием площадь круга х = г со3 0, у=гзш 0, где 0 — 

параметр. 
21. Найти площадь, ограниченную одной дугой циклоиды x = a (8 — sin 4), 

у=а (1 — соз 8). [Так как х изменяется от 0 до 2ха, то параметр 0 из- 
меняется от 0 до 2]. 

Отв. 3147, т. е. утроенная площадь производящего круга.
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22. Найти площадь, ограниченную кардиоидой х==а (2 с0$ # — с0$ 21), у= 
= 4 (2 чп ¢— sin 2£). 

Отв. ба“. 
23. Найти площадь гипоциклоиды х = а с0$3 0, у = а $113 6, где 8 — параметр. 

у 2 3 OTB. “g ma", т. е. -; площади описанного круга. 

24. Найти площадь, образуемую петлей декартова 
листа х3-- уз = Заху (рис. 26). 

, Указание. Пустьу = &х; тогда 

Xx dat dat? 1 — 28 
х = ТА’, у =TLB и ах та в 34 4. 

Пределы для { суть 0 и со. 

Рис. 26 Отв. oa, 

25. Найти площадь фигур, ограниченных следующими линиями: 

a) (y— x? = x8, y=0; 
OTB 10 ® 

b) (x— y?}? = 55, х=0; ) 

OTB. 51° 

с) Py =x (x?— a’), у=0; 
OTB. — a. 

d) x(1-+ у?) =1, х=0; 
OTB, =. 

e) x= y2(y— 1), x =0. ' 

Отв. 12° 

$ 48. Площади плоских кривых в полярных координатах. 
Пусть ищется площадь \У, ограниченная кривой р==/(8) и двумя 
радиусами-векторами с полярными 
углами @ и В. 

Первый шаг. Искомая пло- 
щаль У «очевидно» есть предел 
суммы площадей круговых секторов, 
указанных на рисунке 27. 

Второй шаг. Пусть AG, 
46,, ...— центральные углы секторов 
и ро, 01, ...-— Их радиусы. Сумма пло- 
щадей круговых секторов равна: 

1 1 
5 46 0148, coe + 

+ 5 _ AO, Puc, 27 

ибо площадь кругового сектора равна половине произведения ква- 
драта радиуса на радианную меру дуги. 
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1 3 Отсюда площадь начального кругового сектора равна: эру 9, 

и т. д. 
Третий шаг. Написав переход к пределу, имеем: 

В 
. 1 1. | 1 Vim [4 9840, 4-5 p28, -+ ... +508, A0, = fy otal. 

Следовательно, 
‚ В 

площадь = > f o? de. (3) 

Для памяти: элемент площади есть круговой сектор радиуса р 

и с центральным углом 48. Его площадь = = p? dé. 

Пример 1. Найти площадь всей лемнискаты 6? = 4” соз 2$. 
Решение. Геометрическая лемниската представляет собой фигуру, напоми- 

зающую восьмерку, расположенную так, как показывает рисунок 28. Кривая 
проходит через начало прямоугольных декартовых координат © и имеет в этой 
точке две различные касательные прямые, делящие пополам угол между 

  

    

  

м 

7 Х 

Рис. 28 Рис. 29 

осями координат. Поэтому целая площадь лемнискаты ровно в 4 раза больше 
заштрихованной ее части ОДа, получающейся, если заставлять изменяться 

$ i % 

полярный ‘угол от 0 до T° Поэтому вся площадь лемнискаты равна: 
® 

4 

а [т есоз dy. 

0 

Первый шаг. Первообразная для > a cos 29 ecTb + a? sin 29 +-C, 

ак показывает непосредственная проверка. 
Второй шаг. Составляем разность: 

к 

1 zis, о [202 | = а 2 — 0 = а . 

1 | 
Отв. Вся искомая площадь равна 4.1“ =4, т. е. площади квадрата со 

©тороной а.
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Пример 2. Найти всю площадь кардиоиды 

p =a(1-+cos 9) 
(рис. 29). 

Решение. Так как кривая симметрична относительно полярной оси, то 
вся площадь равна удвоенной площади ОАВС. Эту площадь радиус-вектор 
опишет при изменении 6 от нуля до п. Отсюда подстановка в (3) дает: 

x ® 

5—2 |142 +058 = +2080 00) 40 

0 0 

  

® 

=a [5 042sind + a | = 5 м, 
0 

т. е. площадь кардиоиды равна ушестеренной площади производящего круга. 

ЗАДАЧИ 

1. Вычислить площадь, описываемую радиусом-вектором спирали Архи- 
меда р = а8 при одном его обороте, при начале движения от 68 =0. 

4 

2. Вычислить площадь одной петли кривой р = а со$ 28. 
‘ 1 

Отв. к Ta, 

3. Доказать, что площадь трех петель кривой р = а п 39 равна четверти 
площади описанного круга. 

< и 9 © 

4. Найти площадь, ограниченную параболой p = a SC? и хордой, пер- 

О т 8 e ® 

3 

5. Показать, что площадь, ограниченная любыми двумя радиусами-векто- 
рами гиперболической спирали 90 == а, пропорциональна разности этих ра- 
диусов. 

a2b? 

a* sin? 0 + 6% cos? 8 * 
  6. Найти площадь эллипса р? = 

Отв. паф. 
7. Найти всю площадь кривой р = а (31 26 -- со$ 20). 

Отв. xa”. 
8. Найти площадь, ‘ограниченную одной петлей кривой р? с0$ 6 = 4? зш 39. 

Отв. с a +5 а? ш2. 

9. Найти площадь, ограниченную кривой p? = a? sin 40, 
Отв. `а?. 

$ 49. Объемы тел вращения. Пусть У — объем тела, образо- 
ванного вращением плоской фигуры АВСРО около оси ОХ, причем 
уравнение плоской кривой ДС есть 

У==/(х). 

Первый шаг. Строим прямоугольники, вписанные в плоскую. 
фигуру АБСЬ, как показано на рисунке 30. Когда площадь вращается 
около ОХ, каждый прямоугольник образует круглый цилиндр. Иско-
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мый объем У «очевидно» равен пределу суммы объемов этих цилин- 
дров (черт. 30). 

Второй шаг. Основания прямоугольников обозначаем через 
Ax , Ах.,..., а их высоты через Уз, у, ... Тогда объем цилиндра, 
образованного прямоугольником AEFD, у 

  
          

      

есть тУЗАх, и, значит, сумма объемов | 6 

всех этих цилиндров есть: 

пу Ах - ку Ах |... "У АХ, _|. р Е ВЕ 

Третий. шаг. Написав переход Ft . 
к пределу, имеем: a a / x 

A | 

4 2 3 — ГА | У = На [пу Ax, + ... --^у,_,Ах,_.|= O\ Azo] /8 

b | 

= [xy ах. 

a     
Следовательно, объем тела вращения, 

образованного вращением плоской кри- Рис. 30 
вой ПДС около оси ОХ и ограниченного 
двумя плоскостями, перпендикулярными к ней, проведенными в точ- 
ках х==аи х==6б, дается формулой: 

b 

объем == 7 fv ax, (4) 

a 

где, разумеется, надо иметь в виду, TO y=f (x). 
Для памяти: элемент объема есть объем круглого цилиндра, 

имеющего радиусом основания у, а высотой 4х. Его объем есть ку? 4х. 
Если кривая СР) дана уравнениями 

в параметрическом виде 

x=f(f), y=), 
тогда нужно в выведенной формуле 
объема подставить у=Ф(В и ах = 
— /’ (Г) 4Ё и переменить пределы инте- 
грирования на В и {., если Е =& при 
х=аи == при х==6. 

Пример 1. Найти объем, производимый 
вращением эллипса около его оси (рис. 31). 

Решение. Пусть уравнение эллипса 
» 

  

Рис. 31 
x2 a 

есть ет = 1. Мы находим отсюда 

2 — 9 (а ye - . 3 v= a (а*—х?). И так как.уравнение вращаемой кривой предполагается в виде 

| 
у = Л(х), то поэтому мы заключаем, что в нашем случае 1? (х) = = (а2—4?). 

Так как ясно, что объем всегозданного тела вдвое больше объема того тела,
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которое получается вращением дуги 2Мф эллипса, то искомый объем всего 
a 

2 
тела равен: 2 ] ne (a? — 22) dx. 

0 
9 
= . b 

Первый шаг. Первообразная для п er (a2 — x) ecTb 

b2 хз 
naz (ex—)+6. 

Второй шаг. Составляем разность: 

5 (5 хз \]а 
[= (=—3)|!= 

2 8 
= | р (а -+)| —0 = 2 пар. 

3 4 
Отв. Весь искомый объем равен nab, 

Если а =, тогда ясно, что вращается круг 
радиуса а. Объем же шара радиуса @ ра-   вен паз. Это. как раз и выходит из полу- 

ченной формулы, если сделать a = 6. 
Пример 2. Найти объем тела, образуемого вращением вокруг оси ОХ 

гипоциклоиды: 
2 2 2 

Хх уз =а3. 

( 2 a\a 2 2\3 

Pewenue. 3nech y = \a® я) ; следовательно, F2 (x) _(3 _ 3) . 
Кривая, а равно и полученное тело вращения (рис. 32), симметричны отно- 
сительно оси ОУ, поэтому 

[2 2) 
у [| (9—2) ах = 

0 

: 42 24 3 
ae f (aa oF 4 30 2? dx = 23 пав, 

a > 105 
0 . 

ЗАДАЧИ 

1}. Посредством интегрирования найти объем прямого конуса, произво- 
димого вращением вокруг оси ОХ прямой, соединяющей начало с точкой (а, 6). 

Отв. 3 rab. 

2. Найти объем кольца (тора), производимого вращением круга 
№ - (у— 6)? == а? вокруг ОХ. Отв. 272476. 

3. Найти объем параболоида вращения, производимого вращением дуги 
параболы у? = 4ах между началом и точкой (х1, У1) вокруг ее оси. 

Отв. 2nax? = 7 Pip т. е. половина объема описанного цилиндра.
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4. Посредством интегрирования найти объем конуса, производимого вра- 
щением вокруг ОХ части прямой 4х —5у--3=0, содержащейся между 
осями координат. 

TB. "anit ww. OTB. 100 
5. Найти объем, производимый вращением вокруг оси ОХ кривой 

(х — 4а) у? = ах (х—3а) между пределами х =0 и х = 34. 

Отв. 5 nas (15 — 16 In 2). 

6. Найти объем тела, образуемого вращением вокруг оси ОХ каждой из 
фигур, ограниченных следующими линиями: 

A 1 tL 3 
a) Дугой параболы х* -- у? == а? и прямыми х =0, у=0. Отв. = 

Te 
Ъ) Одной дугой синусоиды у == зтх. Отв. > 

с) Параболой у? =4х и прямой х ==4. Отв. 32z. 

4) Кривой у == хе* и прямыми х =1, у=0. OTB, = (e?— 1). 

е) Кривой у? —=9х и прямой у = 3х. Отв. > . 

7. Найти объем тел, образуемых вращением фигур, ограниченных сле- 
дующими линиями: 

  

Вокруг оси ОХ Вокруг оси ОУ. 

а) у=е”, х==0, у=0; Отв. 5; Эт; 

Ь) у= хз, х=2, у=0; 128m er 7 5 

с) 4у? = x38, y= 0, x= @; + nas; 5 паз; 
x2 у? . 

d) 0 tg = 1; 48x: 64x; 
о 

о a 

ое ми pute 
8. Найти объем тела вращения, производимого вращением цепной линии 

Хх x 

ya ole +e z} вокруг оси ОХ от х =0 до х=6. 
( 8b 26 ) > 

паз [а ~a), na% 
Отв. ~~ @ — é + о e 

  

8 
x3 

9. Найти объем тела, производимого вращением циссоиды y? = xe 

вокруг ее асимптоты ‘х == 24. Отв. 21223. 
10. Показать, что объем конической верхушки высоты 4, отрезанной от 

тела, производимого вращением равносторонней гиперболы х?— у? = а? 
вокруг оси ОХ, равен объему шара радиуса а. 

11. Пользуясь параметрическими уравнениями гипоциклоиды 

x=acos?§, y=asin3 6, 

вычислить объем тела, производимого вращением кривой вокруг оси ОХ. 
OTR 32ra8 

e 105 9
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12. Найти объем, производимый вращением дуги циклоиды: 

х=а (0 — $116), у=а(1— со$ 6), 

1) вокруг оси ОХ; 2) вокруг оси ОУ. Отв. 51243 и 6733, 
13. Показать, что объем тела, производимого вращением кривой 

ху? = — (х-—а)(х— 6) вокруг оси ОХ, предполагая 6 > а, равен: 

nf (a+) inZ—2(6—a)}, 

14. Найти объем, производимый вращением кривой х* — a2x?2 +- a?y2? =0 
вокруг оси ОХ. 

4 
_—_- a3 Отв. 15 каз. 

2 

15. Найти объем тела, производимого вращением кривой x? -+ уз =] 
вокруг оси OY, 

Отв. т. 
4 = 

$ 50. Длина кривой. Измерение длины какого-нибудь прямо- 
линейного отрезка делается непосредственно: для этого берут другой 
прямолинейный отрезок, принимаемый за единицу масштаба, и, при- 

кладывая его к измеряемому отрезку, стараются сосчитать, сколько 
раз уложится в нем эта единица масштаба. 

Такое непосредственное измерение делается невозможным, когда 
хотят определить длину кривой линии, ибо прямолинейная единица 

масштаба не может совпасть с дугой кривой линии. Разгибать же 
кривую дугу также не имеет смысла, потому 

р Е что при этом разгибании может измениться 
С ее «длина». 

Поэтому, для измерения длины дуги упо- 
A требляют другой прием: 

Рис. 33 делят кривую АВ на какое-нибудь число 
частей, помещая на нее точки (например, 

С, О, Е), и затем соединяют каждые две соседние точки хордой 
(таковы хорды: АС, СО, РЕ, ЕВ, рис. 33). 

Длина кривой определяется как предел суммы длин хорд, 
когда число точек деления безгранично увеличивается, в то время 
как каждая из хорд в отдельности стремится по своему раз- 
меру к нулю. 

Этот прием измерения длины кривой дуги называется «выпрямле- 
нием» кривой. 

Учащийся с этим приемом имел дело в элементарной геометрии, 
когда там речь шла о длине окружности, как пределе периметра 
вписанного (или описанного) правильного многоугольника, когда число 
его сторон безгранично удваивалось. 

Мы сейчас будем иметь дело с этим процессом нахождения длины 
плоской кривой, и учащийся должен внимательно изучить, как он 
применяется.



§ 51 ДЛИНА ПЛОСКОЙ КРИВОЙ 111 
  

§ 51. Длина плоской кривой в прямоугольных координатах. 
Пусть дана кривая 

y= f(x) 
и на ней две точки Р(а, с) и Q(b, 4). Требуется найти длину 
дуги РО. 

Первый шаг. Помещаем на дуге РО всего п — 1 промежу- 
точных точек М,, М, ..., М, _1. Ими дуга РО разбивается на п дуг, 
концы которых попарно соединяем хордами. Искомая длина дуги РО 
есть предел суммы длин этих хорд (рис. 34). 

у у 

d 

    
  

  

      Рис. 34 

Второй шаг. Рассмотрим какую-нибудь из этих хорд, напри- 
мер начальную РМ,. При этом мы координаты точки М; обозначаем 
через х; и у; и ради простоты обозначения полагаем Р = Му, а = Xp, 
с = У, и также Q=M,, В —=х,, @=у,. Имеем: 

Ау \2 
РМ, = М.М, == У (Ах + (Ay)? = и: + (5%) ‘Ах. 

По теореме же о среднем имеем: 

AVo = f (Xp + Ахо) — f (Xo) == 1 (&) - Ахь, 

ге & есть некоторая нам неизвестная точка отрезка [х, x,] 
(рис. 35). 

Ayo gs . Таким образом, 77 - =f (&) и, значит: 
0 

РМ, = Мом, =У 1-1) - Аж. 
Аналогично, для всех остальных хорд имеем; 

мм, =У 1-7) -Ах,, 
М.М, =У 1-1) - Ах, 

М9 = М.М, =У 1-7). Ах, 
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Значит, длина ломаной линии, составленной хордами, равна: 

УЕ) -Аж-... ИТЛ Аха, 

Третий шаг. Написав переход к пределу, имеем: 

lim [V 1+ f?? &) Axo... +V 1+ f76@,_,) Ax, |= 

  

  

b 

= ГУ фах. 
a@ 

Следовательно, обозначая длину кривой дуги РО через $, имеем: 

b 

длина дуги == в == [У1 у” ах, (5) 

a 

dy где производная у” =F, должна быть предварительно найдена из 

уравнения кривой \у == }(х). 
Эту формулу можно было бы вывести из выражения диффе- 

ренциала 4$ дуги кривой, найденного еще в дифферен- 
циальном исчислении (часть Т, § 123). Действительно, там мы 
получили: 

ds—Vi+y" dx: 
откуда 

= [Игру = Игру». 

Если кривая РО дана уравнением 

х = (у), 

то тогда все сделанные рассуждения для вывода формулы (5) остаются 
в порядке, ибо роли оси ОХ и оси ОТ совершенно равноправны. 
Отсюда мы сразу можем написать: 

а 

длина дуги == $ == Г V x? + 1-dy. (5*) 

с 

Если же кривая РО задана параметрическими уравнениями 

x=f(), у=х(), 

то проще всего воспользоваться формулой, также симметричной по 
отношению к осям координат ОХ и ОТ: а5 —=алх?{- ау?, т. е.
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ds = Y ах?-- 4у? и, значит, = [Уаз - ау. Отсюда: 

9 дуги = $ = ах) ау) р длина дуги = $ | f V( x)? +- (dy) if 

  

ty 

= [Умом (5**) 
t 

ибо имеем dx =: f’(x)dt u dy=o’ (f) dt. 
Для памяти: элемент дуги есть гипотенуза прямоугольника 

< катетами 4х и ау. По теореме Пифагора, ее длина равна: 

У (ах + (ayy. 
Пример 1. Найти длину окружности (рис. 36) 

x? -- у? — Г2. 

Решение. Дифференцируя, находим: 

ЧУ __х 
ах у 

Подстановка в (5) дает: 

7 1 r 1 r 1 
5 2, Хх? ry re 5 

ду ва [к [у] к | [aoe] a 
0 0 0 

y у 

  

8 

y A 

wey ay 3 
Puc. 36 Puc. 37 

    
[подставляя =y2?==7?— x? u3 уравнения круга для исключения jy.) 

Отсюда 

7 Ur dx x 
дуга ВА =г Дея - [к sin =| = —, 

УР— Го 2 

Значит, для всей окружности длина дуги равна 2nr. 
Пример 2. Найти длину цепной линии 

a -в) 
a a a 

y= le +e 

{рис. 37) от х=0 до х=а. 

8$ Интегральное исчисление
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Решение. Первый шаг: 

рае =) Л’ (х) = (#7). 2 

x xX\2 SF _ ae 

V1i+f? (x)= V i424 —e =) =iite 

  

x х 

Второй шаг. Первообразная для > (3 +e 2) есть 

х ~= 

a(e_, г С 

как показывает непосредственная проверка. 
Третий шаг. Составляем разность: 

т ен) 
ЗАДАЧИ 

1. Вычислить длину дуги полукубической параболы 492 = х3 от начала 
до ординаты х = 54. 

335 
Отв. ——- а. 

27 

2 32 2 
2. Найти всю длину гипоциклоиды хз -- уз =а3. Отв. ба. 

х х а( > 
. Спрямить цепную линию у = -- (2 +e .) oT Хх =0 до точки (х, у). 

x x 

Отв. a(¢ —е z) 

4. Спрямить кривую 945? = x (x — 3a)? or x =0 20 x = 3a. OTB, 2a V3. 
2 2 

Oo
 

es » {xX\3 3 
5. Найти длину кривой (=) +($)* —1 в одном квадранте. 

b 
at ab+ 5? 

Om. аь 
6. Найти длину кривой еУ = ot oT x=a no x=), 

26 
Отв. Ш ote р. 

7. Найти длину ветви циклоиды x = а (Е— чп 1), у=а(1—с0$8. 
OTB. 8a. 

8. Найти длину дуги от 0 =0 до 6 = 6, эвольвенты круга, уравнения 
которой 

х -=2(с0$0 -6 518), у=а(5т 6 —8с0$6). Отв. + att,
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$ 52. Длина плоской кривой в полярных координатах. }/5 фор- 
мулы дифференциала дуги 45$ в полярных координатах (часть :, $ 124) 

ds = Y (dp)? +-(p db? 
  

мы выводим сразу: 
В _ 

длина дуги = $ = f Ив -- (3) dQ, (6) 

dp 
где, разумеется, ри 6 должны быть получены из полярного урав- 

нения кривой. 

В случае, когда удобнее принять за независимое переменное не 0, 
а о, мы имеем: 

длина дуги = 5 = Г V 1+04) +(e $) do, (6*) 

46 
где производная -„. должна быть предварительйо найдена из поляр- 

ного уравнения кривой. 

  

  

  
Рис. 35 Рис. 39 

Для памяти: элемент дуги есть гипотенуза прямоугольного 
треугольника с катетами 4р и длиной дуги кругового сектора р 48. 

По теореме Пифагора ее длина = У (40) (р 48) (рис. 38). 

Пример. Найти периметр кардиоиды р =а (1-- с056) (рис. 39). 

Решение. Здесь B= —asint, 

Когда @ изменяется от `О до т, точка Р описывает половину кривой. 
Подставляя в ©), имеем: 

  

  
= [Уиропуа 3102 0 249 =а Г узттеы 46 = 

0 0 
т 

=2а || с > 48 = 4а. 

0 
Итак, 

$ = 8a. 

8*
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ЗАДАЧИ 

1. Найти длину спирали Архимеда р = 48 от начала до конца первого» 
завитка. 

Отв. ха У1 - 42 +5 InQe+Vi + 4n?). 

от начала до точки (р, 0). 

Отв. = a? + le 

2. Спрямить спираль р == eat 

3. Найти длину всей кривой р = а $113 о 

  

3° 3 

OTB, > Ta 

4. Найти длину окружности круга р = 2r sin 9. 
Отв. 217. 

5. Найти длину гиперболической спирали рб = а от (р1, 61) до (ро, 65). 

а a+VaP+ ¢ 
отв. Va? + 92?—Va? +2 in aster ot) ° 

Po (a + Va + м) 

6. Найти длину дуги циссоиды р = 24100 эт @ от 8 =0 до 6 = = 

  a 20 /VE—9-—V3in V8 tV 5 _ | 
отв. 2 | Уз УЗ уз | 

9 
7. Найти длину дуги параболы р == a sec? 5 OT 6 = — 5 до 6 = > 

Отв. 2a [ИУ 3+ in(¥ 2+ 1)]. 

$ 53. Поверхность тела вращения. Поверхность тела вращения 
образована вращением плоской дуги СО кривой 

y =f (x) 
около оси ОХ. 

Нужно измерить величину поверхности этого тела. 
Первый шаг. Как раньше, мы разбиваем отрезок АВ на 

отрезки длин Ахь, Ах!, ... и восставляем ординаты уу, У., ... в точ- 
ках Xp, X;,... деления. Проводим хорды СЕ, ЕР, ... Когда кривая 
вращается, каждая хорда описывает боковую поверхность усеченного 
конуса. Искомая поверхность тела вращения определяется как предел 
суммы боковых поверхностей этих усеченных конусов (рис. 40). 

Второй шаг. Ради ясности чертим начальный усеченный конус 
в увеличенном масштабе. Пусть М есть середина хорды СЁ. Тогда 
боковая поверхность конуса 

—==М№М . СВ, (1) 

ибо боковая поверхность усеченного круглого конуса равна длине 
окружности, описанной серединой образующей, умноженной на длину 
этой образующей (рис. 41).
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Преобразуем выражение (1). Прежде всего: 

CE=V Gx +b 1 (3%). А УТУ Аж 
  

A 
ибо по теореме о среднем имеем = = f’(§&), rae & ecTb Kakaa-TO 

0 

нам не известная точка отрезка [Xp, Хх]. 
Затем отрезок NM, будучи средней линией в трапеции Схох.Е, 

Yoty 
2 

равен полусумме . Легко видеть, что эта полусумма отли- 

  
Рис. 40   

чается от ординаты /(&) в точке & на величину =, сколь угодно 
малую. Ибо имеем: 

У РУ: + у1 — 1) = f (Xo) Tie) —f)= Leo) = Lo) Ff (X}) oft ОИ 

р так как вся кривая СР непрерывна, то функция } № непре-- 
рывна на отрезке [а, 6]. Это означает, что для всякого положи- 
тельного з, заранее заданного и сколь угодно малого, имеется такое- 
положительное ч, что неравенство | х’ — x” | < 1 непременно заставляет" 
удовлетвориться неравенство |{(х”) — Г(х”)| <е._А отсюда следует, 
что когда длины Ах, Ах., ..., Ах,_, отрезков станут меньше, чем 1, 
то тогда разность значений функции f(x) B двух любых точках вся- 
кого отрезка будет меньше, чем :. 

В частности, мы будем иметь: 

17 (о) — Л()| <= и [/(х)—1%&)[<.е. 
Отсюда 

ды <. 
Таким образом, мы имеем: 

ММ — 1 (&%) ==, где & <e.
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Так как отсюда следует, что ММ№ = /(&)- =, то боковая поверх- 
ность рассматриваемого конуса напишется в виде: 

OnNM » CE = 2m + (Е) — 1. Ут 72) Аж. 
Мы написали выражение для боковой поверхности начального 

усеченного круглого конуса. Для боковых поверхностей остальных 
усеченных круглых конусов мы имеем, разумеется, аналогичные выра- 
жения, т. е. 

т.) =: Ут) Ах, г, в, 
2n и (a) sal: Ут? с, . Ах», 2 < а, 

  

Г ое 1. УТЕРЕ. Ах, ее. 

Сложив все полученные выражения, мы имеем: 
1 AS 

Хх 2 (fG)-bed Vif? &) - Ах, 

Третий шаг. Напишем переход к пределу: 

i=n—-1 

lim SY) 2eif&)+e]- VI+F*&) - Ах, 
i= 

Ясно, что этот предел равен сумме двух пределов, ибо 

Qn [fF (E) ef Vif) - Ax, = oer) Vit Ff") «Ax, + 
One, V 1+ 1? (е) .Ах, 

Поэтому искомая поверхность $ тела вращения равна: 
i=n—1 i=n—1 

tim > onf (&,) Vi fe) - Ах, lim У же, УТЕРЕ) Ах, 
i= 

Первый предел, очевидно, есть определенный интеграл: 

b 

f 2nf (Ут? (>) ах. 

Второй же предел есть нуль. Ибо, начиная с некоторого 
момента времени, для всех в, имеем неравенство в, «в, где Е есть 
любое число из 0, 1, 2,..., п— 1. Значит, тогда: 

f=n—-1 

< x oneV 1+ FE) Ax, = 
i=n— 

> те, Ут-Е РР? (Е) Ах, 

    

i=n—1 b 

=2ne MY VIS" G) Ax, <3ae- PV IF" ae, 
i=0 a
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ибо сумма, написанная непосредственно перед интегралом, стремится 
к нему, как к пределу, когда все Ах, > 0, число же = есть фиксиро- 
ванное. 

Стоящий направо определенный интеграл, как мы знаем, равен 

длине Г, всей кривой СО. Значит, начиная с некоторого момента вре- 
мени, мы имеем: 

t=un—1 

> ane, Vi+ f’*(&,) Ax,| < 3me+ L. 

Так как положительное фиксированное = можно взять сколь угодно: 
малым, то величина, стоящая в левой части этого неравенства, есть. 
бесконечно малая, пределом которой служит нуль. 

Отсюда мы заключаем окончательно, что поверхность $ тела 
вращения определяется формулой: 

b 

dy \2 
S=22n ГУУ 1 + (3) dx, (7). 

dy rae YW > AOMKHDI быть определены из уравнения вращающейся’ 

кривой, т. е. из у = f(x). у 
Формулу (7) можно написать в виде: or 

$ 

ибо ~~ C —t x 

is=Vae Pig = 1-+(2Y ax. 
NL 

Для памяти: элементом поверхности 

Рис. 42 

ь 

S== Qn f yds, (7*) 

  

      
является боковая поверхность бесконечно 
тонкого усеченного круглого конуса, 
имеющего образующей элемент 4$ дуги и окружностью среднего се- 
чения 2пу. Значит, элемент новерхности равен Эку 4$ (рис. 42). 

Пример 1. Дуга кубической параболы 

а?у — хз 

между точками х =0и х=а вращается около оси ОХ. Найти поверхность. 
тела вращения. 

3x2 
Решение. Имеем у’ == —. Отсюда 

a2 

4$ = У! + у? ах = > V (a4 + 9х4) ах.
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Элемент поверхности, следовательно, равен: 

Qry ds = =. V (a4 + 9x4) зах. 

Поэтому по 7* 

а 

S = = fvarm x3 ах = тр [У 9], = 
0 

х — 

= 57 (10V 10 —~1) a? = 3,6... at. 

Пример 2. Найти площадь поверхности вращения, производимой вра- 
2 2 2 

яцением гипоциклоиды х3 -- уз =а? вокруг оси ОХ. 
Решение. Здесь 

2 2\2 
f(x) = (2 _ в) 

1 

3 

==. 
x? 

Подставляя в (7) и замечая, что дуга ВА 
произведет только половину искомой по- 
верхности (рис. 43), имеем: 

  s_» f(a :): \* 
Зная | 142. ax = 

0 3 x 

a2 23f 5 1 afe api, 
= (фи) - 4х = 2na® fle) х * dx = = пай. 

0 3 0 x 

Следовательно, о 
1 — ~~. xg 5 = 5 rar, 

ЗАДАЧИ 

1. Найти поверхность шара, производимого вращением круга Хх? -+ у? =г 
вокруг диаметра. 

Отв. 4к/?. 
2. Найти площадь поверхности, производимой вращением параболы 

у? =4ах вокруг ОХ от вершины до точки, в которой х =: За. 
56 
— каз 

OTB. 3 Ta e 

3. Найти интегрированием площадь поверхности конуса, производимого 
вращением вокруг оси ОХ прямой, соединяющей начало с точкой (а, 6). 

Ors, 7b Vat+ 67.
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4. Найти поверхность тора, производимого вращением круга 

x24 (y— 6) =a? 
вокруг оси ОХ. Отв. 41246. 

Указание. Положительное значение У’4* — х? дает внешнюю поверх- 
ность, а отрицательное — внутреннюю. 

5. Вычислить поверхность, производимую вращением цепной линии 
x x 
= _— 2 

y= ЦЕ --е @ ] вокруг оси ОХ от х = 0 до х==а. Отв. = (e? — e—2 + 4), 

6. Найти поверхность, производимую вращением вокруг оси ОХ кар- 

диоиды х == а (2 с0$ 6 — с0$ 20), у = a(2 sin 6 — sin 26). Отв. —— Ta, 

7. Показать, что поверхность, производимая вращением циклоиды 

x= a(8—sin 8), y=a(1—cos 4%) вокруг оси ОХ, равна 3 па, а вокруг оси 

OY pasua 16x22. 
8. Показать, что если кривую у2--4х=2 Шу вращать вокруг оси ОХ . 

от у=!1 до у=2, то произведенная поверхность равна —5—". 

9. Найти площадь поверхности, образуемой вращением вокруг оси ОХ 
дуги каждой из следующих кривых: 

а) у=е-хХ от х=0 до х = ©, Отв. «У 2 ш(1--У5)|. 
Ь) петли кривой 9ау = x (8a — x)?, Отв. onan. 

с) петли кривой 8029? == 42х2 — 444. Отв. г. 

10. Найти площадь поверхности, образуемой вращением дуги каждой из 
нижеследующих кривых: 1) вокруг оси ОХ; 2) вокруг оси ОУ: 

  

  

x7, yy? ., 2746 ; а! w?, 1-е 
а) эллипс wa 5 за = 1. Отв. 2252 -|- 5 arcsin e; 2natt. т T=? 

Vai— se 
re €=————— (эксцентриситет эллипса). 

b) x =e sin 0, у = 20 соз 6 от 8 =0 до =. 

Отв. 2y 2s (e" — 2); 2 a (Qe"+-1). 

$ 54. Тела с известными поперечными параллельными сече- 
ниями. В $5 49 было показано, каким образом вычисляется объем 
тела вращения посредством простого интегрирования. Очевидно, тело 
вращения можно рассматривать как образованное движущимся кру- 
гом, центр которого лежит на оси вращения, а плоскость круга 
к ней перпендикулярна, причем радиус круга изменяется. Так, на 
рисунке 44 можно предположить, что круг АВСО, плоскость кото- 
рого перпендикулярна к оси ОХ, производит тело вращения ОЕСРН, 
в то время как центр его движется от О к М, а радиус МС (= у} 
непрерывно изменяется с изменением МО(==х) по закону, опре- 
деляемему уравнением плоской кривой, вращением которой можно 
произвести это тело. 

Покажем теперь, каким образом можно приложить эту мысль 
к вычислению объемов тел, не представляющих собой тел вращения,
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когда возможно площади параллельных плоских сечений тела пред- 
ставить функциями их расстояний от неподвижной точки. 

Разобьем тело, изображенное на рисунке 45, на п слоев плоско- 

стями, перпендикулярными к оси ОХ, и примем начало координат за 

  

    

  

у 

C 
Е 

78 

OCW M x 
D 

A 

Puc. 44 Рис. 45 

упомянутую выше неподвижную точку. Пусть ЕРОЕ есть одно из 
сечений тела. Построим на этом сечении прямую призмочку, второе 
основание которой лежит на следующем сечении тела. 

Так как, по предположению, площадь сечения РОЕ есть функ- 
ция ОМ, т. е. х, обозначим эту площадь через }(х), и пусть Ах 
есть высота призмы. 

Следовательно, Г(х)Ах есть элемент объема У тела и искомый 
объем У есть предел суммы объемов призм при неограниченном воз- 
растании числа делений п при условии, что все Ах стремятся к нулю. 
Таким образом, получаем: 

й> о 

п 5 

V= lim J f(x) Ax, = f f(x) dx. (8) 
i=1 a 

Очевидно, что teto OABC (рис. 45) можно рассматривать как 
тело, образованное сечением ДЕЁ, перемещающимся непрерывно при 

изменении х от 0 до ОМ. Ниже- 
следующие примеры служат иллю- 
страцией этой идеи. 

Пример 1. Вычислить объем трех- 
осного эллипсоида: 

x2 y? 22 

a tpt al. 
Решение. Можно предположить, что 

эллипсоид образован движением пере- 
менного эллипса АВСО (рис. 46) от 
точки Е к точке С, так что центр его М 
находится на оси ОХ, а плоскость его 

перпендикулярна к этой оси. Ясно, что оси ф’и с’ переменного эллипса 
АВСР (а следовательно, и его площадь) будут функциями абсциссы x = OM, 
определяющей его положение. 

 



§ 54 ТЕЛА С ИЗВЕСТНЫМИ СЕЧЕНИЯМИ 123 
>   

Чтобы найти ось 6’, рассмотрим эллипс GHEJ B naockoctu XOY, ypas- 
нение которого есть 

x3 2 
2-5 =1. 
az ра 

Решая это уравнение относительное у (== 5’) в функции х (= ОМ), имеем: 

р — 
7 — — 8 —- 2, b’=—Va Xx 

Подобным образом уравнение эллипса ЕРО/7 в плоскости ХОХ дает: 

  

      

с’ = в. а? — х? ° 4 

а 
0 ДИ МИЛА x 

Отсюда площадь сечения по эллипсу A. Л . | 
АВСР будет: ТИР || 

Ц | 
rp TOC 5 а — I Nyy | ab’c’ = a (a2 — x7) = f (x). ly ПААЛАЛ I 

| 
Подставив в (8), имеем: ЦЕ 1 

| 

и Г 4 ААА, } 
У" fe» ах = =; пабе. В ] ] i 

i | р 2 

Пример 2. Найти объем прямого Рис. 47 
коноида 1 с круглым основанием, если 
радиус основания есть г, а высота 4. 

ешение. Расположив оси координат, как показано на рисунке 47, рас- 
смотрим сечение РОК, перпендикулярное ОХ. Это сечение в прямом коноиде 
всегда есть равнобедренный треугольник, а так как 

MP =au RM=YV2rx— x2 

(последнее находим, решая относительно у уравнение 2 -+- у? =2гх круга 
ORAQ), то площадь этого сечения будет: 

ау 27 — x2 = f (x). 

Подстановка в (8) даст: 

27 

У=а ] У2гх— х? ах = 5 ra. 
é 

Это —как раз половина объема цилиндра с теми же основаниями и 

высотой. 

1 Рассматривая приложенное решение этой задачи, учащийся легко 
поймет, каково определение коношоа.
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ЗАДАЧИ 

1. Точка пересечения диагоналей квадрата перемещается вдоль диаметра 
круга радиуса а; при этом плоскость, в которой лежит квадрат, все время 
остается перпендикулярной плоскости круга, а две противоположные вер- 
шины квадрата перемещаются по окружности. Найти объем тела, образуе- 
мого этим движущимся квадратом. Отв. 8 48. 

9 
2. Равносторонний треугольник перемещается так, что плоскость, в кото- 

рой он лежит, все время остается перпендикулярной оси ОХ, а вершины 
основания движутся соответственно вдоль ветвей парабол у? = 1бах и 
у" = 4ах, расположенных над осью ОХ. Найти объем тела, которое образо- 
вано движущимся треугольником, если он перемещается от начала коорди- 
чат до точки, абсцисса которой равна 4. 2 

Отв. —5- a3, 

3. Окружность перемещается таким образом, что одна из ее точек 
д у 

«остается все время на оси ОУ, центр описывает эллипс == = 1, а пло- 

«кость, в которой лежит окружность, все время перпендикулярна оси ОУ. 
Найти объем тела, описываемого окружностью. 5 

OTB, 3 nah, 

$ 55. О применении интегрального исчисления в естествознании. 
Выше, в $ 44, мы указали ту общую схему, по которой интегральное исчис- 
‚ление прилагается к решению многих задач естествознания. 

Эта схема состоит из трех. шагов. 
Первый шаг. Искомую величину У разбиваем на безгранично увеличи- 

вающееся число п бесконечно умаляющихся частиц. 
Второй шаг. Частицы эти выражают так, чтобы их сумма получила 

„вид Ф (0) Ам -- Ф ($1) Ах |... Е ® (6-1) Ахи-1. 
Третий шаг. Переходя к пределу, нолучают решение в виде: 

v= few) ax. 

При этом мы указали (см. $ 46), что самым трудным является сделать 
второй шаг, т. е. выразить Частицу в виде парного произведения 
Ф ($;) Ах, ибо это выражение должно быть абсолютно точным, без какой- 
либо погрешности, как бы мала она ни была. Трудность подыскать для 
часпицы такое выражение настолько велика, что чаще всего второго шага 
совсем не делают, а, взамен этого, просто указывают, что предел суммы 
$ (хо) Ах -- $ (1х1) Ам -- ... -Ф (х,-1п) АХ, -1 «хорошо согласуется» с нашим 
представлением об искомой величине У. 

Чтобы избежать этой смутной ссылки на наше представление, доста- 
точно доказать, что вовсе не нужно выражать частицу в виде парного 
произведения Ф (&;) Ах; с абсолютной точностью, ибо окончатель- 
ный результат будет тем же самым, когда частицы и эти произведения 
разнятся друг от друга на бесконечно малые равномерно-высшего порядка. 

Переходим к разъяснению сказанного 
1. Равномерные бесконечно малые. Рассмотрим переменные величины 

о, В, Ys ween th (1) 

число которых т беспрестанно возрастает благодаря тому, что к ним справа 
приписывают все новые и новые переменные величины. Такие переменные
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величины (1) называются равномерными бесконечно малыми, когда для вся- 
кого заданного положительного =, начиная с некоторого момента времени, 
будут удовлетворяться сразу все, без исключения, неравенства: 

lal<e, |В|[<ь |1|1<ь..., в <.е. (2) 

Смысл этого определения тот, что среди бесконечно малых а, В, у, ..., в 
нет запаздывающих в своем стремлении к пределу нуль. 

Примером такого запаздывания могут служить переменные величины 

«=—, B=, Torr ee Каждая из них занимает какое-нибудь опре- 

деленное место Е в ряду (1) и, значит, стремится к нулю, когда т безгра- 
i . 

нично увеличивается, ибо дробь —, при фиксированном числителе 1, с воз- 

фрастанием целого т бесконечно умаляется. Однако во всякий момент времени 
неравенства (2) все сразу никогда не соблюдаются, ибо всегда имеем 

т . 
wT = 1. Значит, хотя каждая из переменных величин (1), взятая в отдель- 

ности, 17. е. стоящая на определенном месте, есть величина бесконечно 
малая, однако все вместе они уже не суть равномерно бесконечно малые. 

2. Равномерно-высший порядок. Если мы имеем две строки равномер- 
ных бесконечно малых: 

а", B*, т, eee, №", 

a, В, 1, ..., № (3) 

то первая строка рассматривается как составленная из бесконечно малых 

равномерно-высшего порядка по отношению к бесконечно малым второй 
строки, когда отношения 

а* 8* т и” 

9 5). =“ 9 ee 0g 7 4 

а вот р С) 

суть равномерные бесконечно малые. 
3. Равномерная равносильность. Равномерные бесконечно малые, обра- 

зующие две строки: 

a, , 3 @ ee > og (6) 
называются равномерно-равносильными, когда их разности 

а— а’, В— В’, 1—1, В -р (5) 

суть бесконечно малые равномерно-высшего порядка. 
Обозначая эти разности соответственно через а”, В*, 1’,..., м’, мы 

имеем равенства: 

аа’ а, ВЕРЕ, тет Т, oe BB BY (6) 

которые словесно читаются так; 
бесконечно малые а’, В’, 1’,.... в’, равномерно-равносильные данным 

бесконечно малым а, В, 1,..., в получаются из а В Т,..., в отбрасы- 
ванием (зачеркиванием или опусканием) у них частей равномерно-высшего 
порядка. 

Это следствие очень важно, так как имеет уже практическое значение; 
имея данными суммы: 

са, рев Е, ттт, «вр
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бесконечно малых, мы просто зачеркиваем в них бесконечно малые 
а*, В", ..., м’ равномерно-высшего порядка; полученные новые бесконечно 
малые 

а’, 8’, т, ..., pe 

оказываются равномерно-равносильными данным а, В, 1, ..., и.- 
Теорема. Для того чтобы бесконечно малые (3) были равномерно- 

равносильными, необходимо и достаточно, чтобы разности: 
а’ В’ 7’ д’ 

—— |, 8 _ э я _ peel (7) 

были равномерными бесконечно малыми. 
Доказательство. Вводя обозначения для этих разностей: 

, , , : 
а и т 

=—1=@а, ви =Р, —— 1 =, ...,, — Ты, 

мы находим: 

а =а’ — аа’, 6 = 8’ — BB”, Y= 7-17", coos peep! me ae”, ` (8) 

Сравнивая эти равенства с равенствами (6), мы видим, что необходимым 
и достаточным условием равномерной равносильности бесконечно малых (3) 
является равномерно-высший порядок бесконечно малых аа”, ВВ”, 11”, ..., ва” 
ло отношению ка, В, 1,..., в. А для этого необходимо и достаточно, чтобы 
переменные величины а”, В”, 1”, ..., м’ были равномерными бесконечно 
малыми, Ч. Т. Д. 

4. Принцип интегрального исчисления в первой форме. 
Основная теорема Г. Предел суммы равномерных бесконечно малых 

одного и того же знака: а, В, 1,..., в не изменится, когда мы заменим 
эти бесконечно малые другими: а’, В’, 1’, .... м, им равномерно-равно- 
вильными,. 

Доказательство. Предположим а, В, 1,..., и положительными. По 
словию, бесконечно малые а’, В’, 1’, .... в’ HM равномерно-равносильны. 
то означает, что имеем равенства (8), где а”, В”, 1", ..., м’ суть равно- 

мерные бесконечно малые. Поэтому, для любого фиксированного е, в > 0, 
начиная с некоторого момента, имеем неравенства: 

|| <в, |8] <а, |1”|<ь,..., в” | < в. (9) 

Отсюда, из равенства (8), следуют неравенства: 

а’ — са аа’ -- га 

в — = <В< В’ -- =В р (10) 
po en <p <p ep 

сложив которые, имеем: 

La’ ela << La < La’ + eka, 

Отсюда находим: 

  

Xa’ 
l—e< = < Ie. 

Так как © MOKeT OHITb B3ATO KaK yrOHO малым, то отсюда следует, что 

QB + + oe Th
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Это и доказывает, что обе суммы а’ + т... + ша В -- 
-1--... в имеют тот же самый предел: конечный, или бесконечный, 
или нулевой. ч. Т. д. 

5. Принцип интегрального исчисления во второй форме. Если бесконечно 
малые а, В, 1,..., м имеют разные знаки, предыдущая основная теорема | 
может оказаться ложной. Чтобы ‘поправить дело, надо ввести одно допол- 
нительное условие на бесконечно малые разных знаков a, 6, y,..., в. 

Определение. Сумма «а В-т--...-- в бесконечно малых назы- 
вается абсолютно-ограниченной, когда сумма их абсолютных величин |а | -|- 
--|[3[--151|[-...-+[ы| ограничена, т. е. если имеем сохраняющимся все 
время неравенство 

Га НЕВЕ... 1 < ^, 

где К есть положительная постоянная величина. 
Основная теорема П. При отыскании точного предела абсолютно- 

ограниченной суммы бесконечно малых все их можно заменшть равномерно- 
равносильными, не изменив величины этого предела. 

Доказательство. Пусть с =а-- В--1-... + в — абсолютно-огра- 
ниченная сумма бесконечно малых, точный предел пс которой нам нужно 
найти. Так как с есть, по условию,’ абсолютно-ограниченная сумма беско- 
нечно малых, то мы должны все время иметь неравенство: 

[а [НВА М... + 8 < А, (12) 

где К есть положительная постоянная величина. 
Пусть новые бесконечно малые а’, В’, 1’,..., в’ равномерно-равносильны 

данным бесконечно малым а, В, 1,..., и; обозначим через с’ сумму новых 
бесконечно малых: , , 

от... 
Вычитая из прежней суммы новую сумму с’, имеем: 

oo" = (а—а')-- 8 Нар-—1)+... Ре”). (13) 
Из равенства (8) мы находим: 

а— а’ == — аа, ВВ’ = — 8B, yy = — "ees Ho =H, (14) 
где <”, В”, 4”,..., в” суть равномерные бесконечно малые. Это означает, 
что для всякого заданного ев, = > 0, начиная с некоторого момента, имеем 
неравенства: 

[а <а |B"[<e Iy"|<e [pl <e (15) 
Сопоставляя неравенства (14) и (15), мы имеем наравенства: 

[а—а' | <е.|[а|, [В—В'| <е. [В]. [ищи | <е. [в |, 
складывая которые, находим: 

G—a [+ [B—B +... + lee’ | <e(lel+ [Bl +... +lel) <eK. (1) 
С другой стороны, из равенства (13) следует 

[9 — о" [< [«— а’ | --|8— |... Н1в-— в |- 

В силу (16) имеем: |< —с’|<.:К. 
Так как К есть постоянная величина, а в — произвольно малое, то имеем: 

откуда 
lim o = limo’, ч. Т. Д.
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6. Заключение. Проще всего принцип интегрального исчисления приме- 
няется в виде следующего практического правила. 

При вычислении предела абсолютно-ограниченной суммы бесконечно 
Малых всегда можно пренебрегать бесконечно малыми равномерно-выс- 
шего порядка. 

Действительно, пренебрегая бесконечно малыми равномерно-высшего 
порядка, мы просто заменяем данные бесконечно малые другими, им равно- 
мерно-равносильными. Но принцип интегрального исчисления именно и по- 
зволяет делать такую замену, когда дело идет о пределах абсолютно-огра- 
ниченных сумм бесконечно малых. 

$ 56. Центр тяжести. Пусть имеем систему п материальных 
точек М, (хХ:, У, 21), Мо (%., У», 22), „..., Мы (хи, Ул, 2,), массы 
которых соответственно равны 1., то, ..., Т,. Мы предполагаем 
эти точки неизменно связанными друг с другом. Вес р; точки М; 
есть вертикальная сила, величина’ которой равна т‚&, где в — 
ускорение силы тяжести, одинаковое для всех тел. Масса т всей 
системы равна сумме масс отдельных точек: т ==т т. +... т, 
и вес р всей системы также равен сумме весов отдельных точек: 
р=р!: Р-Н... Р». _ 

Механика доказывает, что точка М (х, у, 2), координаты х, у, 2 
которой определены по формулам: 

х — "аж Е Тоха... Ротахи Эт 
  

  

  

тт. м» т — пу: maya 0. тру Зин, (1) y= ть... т т | 
t= ту | тег |... | Тен = ата J Mm, + Me+-... + Mp m 

также является лейзменно связанной с системой точек М, М,, 

..., М, и что, если приложить в этой точке М силу р, напра- 

вленную вверх, то эта система будет в равновесци в любом поло- 

жении, если она была неподвижной. 

Эта точка М(х, у, 2) называется центром тяжести системы 
точек Мь, М,, ..., М,. 

Также механика доказывает, что, когда мы не знаем центра тя- 
жести всей системы, но знаем центры тяжести отдельных ее частей, 
на которые она мысленно разбивается, то центр тяжести всей си- 
стемы еще продолжает даваться теми же самыми формулами (1), 
но только под 7, т.,..., Ш, надо разуметь массы уже не 
точек, а этих отдельных частей системы, а под М, (х., 
У:, 2), Мь (хо, У», 25), ..., Мь(х и, У„, 2), соответственно, 
их центры тяжести. 

Это предположение механики имеет чрезвычайную важность, ибо 
на нем основано разыскание центров тяжести уже непрерывных 
систем: линий, кусков поверхностей и тел. С этой целью пре-
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вращают суммирования в интегрирования, предполагая, что ма- 
терия распределена в данном теле непрерывно, т. е. без каких-либо 
пропусков. Благодаря чему происходит превращение физических 
задач в задачи чистой геометрии. 

Для этого начинают с предположения 0б однородности 
непрерывной системы; непрерывная система называется 00д- 
нородной, когда во всех своих точках она являет одно и то же 
физическое строение. Ее плотность р есть тогда постоянное 
отношение массы произвольной части этой системы к протяже- 

нию (длине, площади, объему) этой части. Если т есть масса 
рассматриваемой части системы, о — ее протяжение, а р— плот- 

т 
ность всей системы, то мы имеем р==-,„, откуда т ==р. чи, та- 

ким образом, рассмотрение механического понятия массы т сводится 
на рассмотрение пропорциональной ей геометрической протяжен- 
ности ч. 

Далее, простейшие геометрические системы позволяют быстро 
находить их центры тяжести, ибо они всегда совпадают с их гео- 
метрическими центрами, когда они у них имеются. Так, например, 
центр тяжести прямоугольника или параллелепипеда совпадает с его 
геометрическим центром, центр тяжести отрезка прямой есть его 
середина и т. д. , 

Пользуясь этим, сначала разбивают мысленно данную не- 
прерывную систему, центр тяжести которой надо найти, на чрез- 
вычайно мелкие частицы, которые принимают за простые геометри- 
ческие элементы! с легко находимыми у них центрами тяжести, 
затем, при помощи формул (1), отыскивают центр тяжести суммы 
этих элементов и, наконец, переходя к пределу, т. е. заставляя 
частицы безгранично уменьшаться и число их п безгранично уве- 
личиваться, мы в пределе получаем искомый центр тяжести данной 
непрерывной системы, причем суммы, стоящие в формулах (1), 
превращаются в интегралы: 

Г хат f ydm _ f zdm 

— -› , = ° 
f ат f dm J adm 

Если, как было сказано, рассматриваемую непрерывную систему мы 
принимаем за однородную, то тогда имеем т — ру, где р — постоян- 
ное (— плотность всей системы), т — масса части системы, а о — ее 

y= (2) x= 

  

1 Пренебрегая бесконечно малыми равномерно-высшего порядка (см. пре- 
дыдущий $). 

9 Интегральное исчисление
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протяжение. В этом случае имеем 4т —=р 49, и формулы (2) пере- 
писываются в виде: 

[ хр ао pf x dv fxae 

fea  pfav у 

и, аналогично: (3) 

Гуа —_ fea 

FO? = у, 

  <!
 | 

y   4 

где У — протяжение (т. е. длина, площадь или объем) всей (т. е. 
целой) данной непрерывной системы. 

Если же данная непрерывная система неоднородна, тогда отно- 
т 

шение массы к протяжению, т.е. —, зависит OT той части системы, 

которую вырезывают (мысленно) из системы, и в этом случае это 
отношение носит название средней плотности. Когда же эта часть 

т 
системы стягивается в точку, тогда средняя плотность -- 

этой части стремится к пределу р, который называется плотностью 
ат 

системы в точке. В этом случае мы имеем =, 

личину переменную, зависящую от рассматриваемой точки (х, у, 2) 
системы, т. е. как являющуюся функцией р (х, у, 2), уже нельзя 
выносить за знак интегрирования. Следовательно, формулы (2) для 

у неоднородных непрерывных систем получают вид: 

Al f хо аи Гура Е: dv 

, Гео = —_—_—_—_ (4) 

f p dv | рач 

Чтобы вычислить интегралы, входящие в по- 
Х лученные формулы, подынтегральные выражения 

должны быть выражены через одно переменное. 
Рис. 48 Пределы интегрирования определяются конкрет- 

ными условиями задачи. 

» Hp, Kak Be- 
№ 

| 

x= , У —= 

  

  

  
Пример 1. Найти центр тяжести четверти окружности х?-- у? = а?, 

расположенной в первом квадранте. 
Решение. Разбиваем дугу окружности на п частей 4$ (рис. 48); обозна- 

чив через р линейную! плотность кривой, получим: 

dm =p ds. 

1 Под средней линейной плотностью подразумевается отношение массы 
точек, покрывающих дугу, к длине ее. Под линейной плотностью в точке 
подразумевается предел средней плотности, когда дуга стягивается в точку.
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[ pxas _ f py as 

у. 
[раз Гра 

Считая плотность постоянной, выносим р за знаки интегралов и сокра- 
щаем. Тогда знаменатель каждой дроби становится равным просто $. Чтобы 
вычислить числители, применяем известную формулу 452 = 4х? -- 4у?, откуда 

а а 
в нашем случае 45 = dx = — — dy, причем, так как за начало отсчета 

длины дуги $ принимается точка А, то для 4$ > 0 4х есть величина поло- 
жительная, а (у — отрицательная. 

Следовательно: 

Следовательно, 

x= 

a о 

[ха =— [аду [уаз = fedce=a, [ds=F. 

a 0 

Таким образом, получаем: 

Хх — y= 2a 
У Tw ° 

Пример 2. Найти центр тяжести четверти окружности примера | при 
условии, что линейная плотность дуги изменяется пропорционально длине 
дуги, отсчитываемой от точки В. 

Рещение. В этом случае 

Ат == #3 . 4$. 

Для того чтобы легче выполнить интегрирование, воспользуемся урав- 
нениями окружности в параметрической форме: 

х = а с0$ 9, у=аз у. 

Тогда получим: 
п 

2 

Jf 2 ¢ 008 ф @ 
_ [ха у 4=—8 _ 
x= = x = 25 а, 

f sas 3 

  

  

  

52
] 2
 

аЗф Зпоа 
sy ds J ? om 

0 — 

— — — — — у = ———! oun e 

т 

[:4 3 

f ae dy 
0 

  

9
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Пример 3. Найти центр тяжести площади, ограниченной параболой 
y? = 4рх, осью ОХ и ординатой точки (#, Ё) кривой (рис. 49). 

Решение. Разобъем площадь фигуры на п частей. Тогда элементарная 
площадь будет равна у ах, где у — ордината точки кривой. Обозначая по- 
верхностную плотность площади через р, будем иметь: 

dm = py dx, 

и эту массу в случае, когда р = сопзь можно считать сосредоточенной 

в точке (« 5) элементарной площади. Тогда 

  

    

’2 
h h 

у [ву ах f dey ах 

— 0 — 0 
K ER . 

ff ey ax fey dx 
| 11] x 0 0 

й h Выражая у через х, из уравнения кривой по- р у чер УР Kp 
лучаем: 

Рис. 49 h 1 hsb ав о 

[лу ах =2р* | x? dx=— p* h® = В, 
5 5 

у 0 0 
h oh 

8 5 f vide =2p x dx = ph? = nb, 
Г 0 0 

no
 

| o
o 

р 

h aes at 
x f yx = 2" fx? dx=zp*h = = hk. 

0 0 

Следовательно, считая плотность р постоян- 
ной, имеем: 3 4 

Puc. 50 x=—h, y=uge. 

Пример 4. Найти центр тяжести сферического сегмента, образованноги 
вращением площади ВОЕ (рис. 50) вокруг оси ОУ, причем известно, что 
ОВ =аи ОЕ =с. 

Решение. Разобъьем сегмент плоскостями, перпендикулярными оси OY, 
на л элементарных объемов. Объем элементов равен пх? 4у, и поэтому 

dm = prx2 dy. 

Массу этого элемента, в случае р = сопз!, можно представить себе со- 
средоточенной в точке (0, у), т. е. в центре основания элемента. Следова- 
тельно, в этом случае абсцисса тяжести сегмента х = 0, а ордината 

  

Гут ау) | (Фу— у) ау 5 lake 
с _ a-+c) 

~ ~ 4 Yate’ 
_ с 

a a a 

f penx? dy [ (a? — y*) dy 
с с 

    y
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Пример 5. Найти центр тяжести поверхности сферического сегмента 
примера 4. 

Решение. Разбиваем поверхность на элементы плоскостями, перпенди- 
кулярными оси ОУ. Тогда площадь элемента поверхности будет равна 
2х 4$, и 

ат = 2npx ds (р = const). 

Массу этого элемента можно считать сосредоточенной в точке (0, у). 
3 ad 

Из уравнения окружности найдем; 4$ == ar, и, следовательно, 

а 

[ху Гуа 

= =— 
a 

[148 fay 

Сс 

ЗАДАЧИ: 

1. Найти центр тяжести полуокружности х?-- у? = а?, расположенной над 
осью ОХ. 

2a 
OTB, (0, =). 

к 

2 2 2 

2. Найти центр тяжести дуги гипоциклоиды х° -- у? =а?, расположен- 
ной над осью ОХ. 

2a 
TB. 0, ~~ ge о (5) 

3. Найти центр тяжести площади четвертн эллипса Stee 1, лежащей . 

в первом квадранте. 
OTE (= 7) 

3x” 3x 
4. Найти центр тяжести тела, образованного вращеннем вокруг оси ОУ фи- 

2 2 

гуры, ограниченной гиперболой ==— a =] И прямыми у ==0, у=6. 

x=0, yo 
а--с 

2 

р. 

5. Найти центр тяжести тела, образованного вращением вокруг оси ОХ - 
фигуры, ограниченной параболой у? = 4рх, осью ОХ и прямой x = a. 

сз
] <>

 

Отв. у = 

— а 
Отв. k=. 

6. Найти центр тяжести площади, ограниченной полукубической парабблой 
ау“ == х3 и двойной произвольной ординатой. 

Отв. =, о) ‚ где х =й — уравнение ординаты. 

г Найти центр тяжести площади, ограниченной дугой синусоиды и отрез- 
ком оси ОХ от х=0 до х=т. 

Te к 
Отв. (—, —). 

2’ 8 

1 Во всех задачах предполагается, что плотность постоянна. 
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8. Найти центр тяжести площади, заключенной между параболой 
1 1 1 

a a 
OTB. (5 , =) . 

х Хх 

ъ ala 
9. Найти центр тяжести дуги цепной линии у = (5 +e 2) от точки, 

имеющей абсциссу х == 0, до точки, абсцисса которой х = а. 
отв 2а oa] 

“\e+tl1’ 4e(e—1) ° 
10. Найти центр тяжести площади гипоциклоиды х == а с0$3 $, у=а $ 3$, 

содержащейся в первом квадранте. 

х* -- у? = а? и осями координат. 

О (Fe ae) 
° \315* ’ 315] * 

2 12 
11. Найти центр тяжести площади, ограниченной эллипсом 8-я = 1, ок- 

ружностью х?-|- у? == 4? и осью ОУ, лежащей в первом квадранте. 
ОТВ 4a 4(а-—5) 

® 3x 9 3x e 

12. Найти центр тяжести дуги циклоиды х = a(t—sint), y= a(1 —cos ?¢) 
между первыми двумя точками циклоиды, лежащими на оси ОХ. 

4 
Отв. (na, 34). 

13. Показать, что центр тяжести кругового сектора лежит на биссектрисе 
a 

sin -—- 

центрального угла а, на расстоянии =. а —_— от вершины (а — радиус 

2 

  

круга). 
14. Найти центр тяжести поверхности, образованной вращением вокруг по- 

лярной оси одной петли лемнискаты г? == 24а? соз 28. 

OTB. x= 5 (У2- 1. 

15. Показать, что площадь поверхности, образуемой вращением дуги пло- 
ской кривой вокруг оси, лежащей в плоскости кривой, равна произве- 
дению длины дуги кривой на длину окружности, описываемой центром 
тяжести дуги вращающейся кривой. 

16. Показать, что объем тела, образуемого вращением плоской фигуры во- 
круг оси, лежащей в плоскости фигуры, равен произведению площади 
фигуры на длину окружности, описываемой центром тяжести площади 
фигуры. 

$ 57. Давление жидкости. Работа. Перейдем теперь к рассмо- 
трению вопроса о вычислении величины давления жидкости на вер- 
тикальную пластинку, погруженную в жидкость. 

Предположим, что ABCD (puc. 51) представляет часть вертикаль- 
ной пластинки, погруженной в жидкость, например часть вертикальной 
стенки резервуара, наполненного жидкостью. Требуется вычислить 
величину давления жидкости на эту площадку. Расположим оси коор- 
динат, как указано на чертеже, где ось ОУ выбрана совпадающей
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с уровнем жидкости. Разделим отрезок АВ на п небольших интер- 

валов и построим п прямоугольников, как это сделано на рисунке 91. 

Площадь одного прямоугольника (например, прямоугольника ЕМ) 

равна у.Ах. Если бы этот прямоугольник был расположен в гори- 

зонтальной плоскости на глубине х, считая от уровня жидкости 

в сосуде, то величина давления жидкости 
на прямоугольник была бы равна wx yAx!, | сбобобная поверхность у 
где «- вес единицы объема жидкости. 1@ c | 
Так как давление жидкости во все CTO- MQ fw 
роны одинаково, то отсюда следует, что КАЛ 

wxyAx есть элемент величины давления (2, y) 

на пластинку. Следовательно, величина V4: 

давления Р на scio naactunxy ABCD 6y- 
дет равна: 

  

    

      

  

   

“a
 

n b 

P= iim }) wx,y,Ax,=w fxydx. ©) Рис. 51 
i=1 a 

> CO 

Для фактического вычисления по фор- 
муле (5) следует выразить у как функ- 

цию х из уравнения кривой СДО, ограни- 
чивающей пластинку. 

В дальнейшем вес кубического метра 
воды будем считать равным 1000 кг (— &). 

  

  

Пример. Лежащая горизонтально труба, 
поперечным сечением которой является круг 
диаметра 6 м, наполовину наполнена водой. 
Найти величину давления воды на вертикаль- 
ную заслонку, закрывающую трубу. 

Решение. Уравнение окружности есть 

x2 у? =9, Рис. 52 

  

  

  

  
следовательно, у=У9-— 22; далее, ш =1000, пределы интегрирования суть 
a=0u b=3. 

Подставляя эти значения в формулу (1), получим величину давления Ha 
вертикальную часть заслонки, расположенную вправо от оси ОХ (рис. 52): 

3 3 
—_ —-3 

1000 f x VI=# dx =: [-=- 0-97] — 9000. 
0 

0 

Следовательно, величина давления на всю заслонку: 

P=2.9000 = 18000 Кг. 

1 Величина давления жидкости на горизонтальную площадку равна весу 
столба жидкости, имеющего эту площадку своим основанием и высотой — 
расстояние площадки от свободной жидкости.
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ЗАДАЧИ 

1. Найти величину давления на прямоугольник, вертикально погружен- 
ный в воду, если известно, что основание его равно 8 м, высота 12 м, верх- 
нее основание параллельно свободной поверхности воды и находится на 
глубине 5 м. Отв. 1056 т. 

2. Плотина имеет форму трапеции, две горизонтальные стороны которой 
имеют соответственно 400 м и 100 м, а высота равна 20 м. Верхнее, более 
длинное основание лежит на уровне свободной поверхности воды. Найти 
величину давления на плотину. OTB. 40000 m. 

3. Найти величину давления на поверхность шара, имеющего диаметр, 
равный 6 м, если шар погружен в воду так, что его центр находится на 
глубине 10 м относительно свободной поверхности воды. Отв. 360000 к кг. 

Указание. Величина давления равна: 

+3 

2 [ у (10--х) 4$, где ds =. 

-3 

Работа. Если величина силы, действующей по направлению 
движения, постоянна, то под работой, произведенной силой, подра- 

зумевают произведение силы на путь $, — 5$, пройденный материаль- 
ной точкой, где $, обозначает конечную, а $, — начальную точку 
движения. Если сила переменная, то работа может быть определена 
только с помощью предельного перехода. Мы разбиваем весь отре- 
зок пути ОТ $ до $, на п частей и предполагаем, что в каждом 
частичном небольшом интервале сила имеет постоянное значение, на- 
пример то значение /(5$), какое она принимает в некоторой произ- 
вольно взятой точке $ этого интервала. Тогда произведение {($) 4$ 
дает нам элементарную работу, а полная работа №, произведенная 
силой, выразится так: 

№ — Ш У, ($) 48 = fro ds. (6) 

Еели направление действующей силы совпадает с направлением 
движения, то произведенная работа положительна (положительно 
затраченная работа), в противоположном случае работа отрицательна 
(приобретенная работа). 

Пример. Вычислить работу, производимую при растягивании пружины 
на 5 см, если известно, что сила, которая требуется для растяжения пру- 
жины, пропорциональна удлинению х пружины и что для удлинения пру- 
жины на | см требуется сила, равная 1 кг. 

Решение. Действующая сила в настоящем примере равна, очевидно, Ах, 
где Е — коэффициент пропорциональности. Так как для удлинения пружины 
на 1 см требуется сила в 1 кг, то при х= 1 сила Ах =#-0,01 =1, откуда 
k = 100. Пружина растягивается от положения равновесия ху ==0 до конеч- 
ного положения х! == 0,05. Следовательно, по формуле (6) будем иметь: 

0,05 

W = Г 100х 4х = 50 [^°] 28 = 0,125 кг. м. 
0 ,
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ЗАДАЧИ 

1. Тело движется прямолинейно по закону х = с, где х — длина пути, 
проходимого за время #. Сопротивление среды пропорционально квадрату 
скорости. Найти работу, производимую сопротивлением при передвижении 
тела от точки х =0 до точки х =а. 

27,3. 
Отв. > ВУ са’, где Ё — коэффициент сопротивления. 

2. Вычислить работу, необходимую для того, чтобы выкачать воду из 
полусферического сосуда, диаметр которого равен 20 м (рис. 53). 

ОТВ. 2,5. 106 к кг. м. 

Указание. Рассмотрим сечение резервуара плоскостью, перпендику-. 
лярной оси вращения, на расстоянии х от свободной поверхности жидкости. 
Площадь этого сечения равна пу?. На площадь рассматриваемой площадки 
действует вес столба жидкости, имеющего площадку своим основанием 
и координату х высотой, т. е. сила тку?х, где 
@ — вес единицы объема жидкости. Эта сила мо- 
жет быть представлена, приложенной к центру 
тяжести площадки и действующей по направле- 
нию оси вращения, т. е. оси ОХ. Поэтому 
сила /(х), фигурирующая в формуле (6), выра- 
зится теперь в виде шку?х, и искомая работа У 
выразится формулой: 

  

b 

V= wn f xy ах. 

a 

Puc. 53 

Рассмотрим еще несколько примеров, характеризующих методы 
приложения интегрального исчисления. 

Пример 1. С какой силой тонкий прямой однородный стержень АВ 
всюду одинаковой толщины, имеющий длину / и массу М, притягивает ма- 
териальную точку № массы т (рис. 54), лежащую на продолжении лннии 
стержня на расстоянии 4 от одного из его концов? 

Mm Ан---7--—@ 2 | В 

а Е 

Решение. Представим себе, что стержень разделен на равные бесконечно 
малые части (= элементы) длины ах. Так как масса всего стержня равна М, 

то мабса элемента 4х равна T° 4х, ибо масса единицы длины стержня 

М 
l e 

По закону Ньютона, притяжение между любыми двумя массами выра- 
жается равенством: 

равна 

произведение масс 
сила притяжения == с0п3{ Ж (расстояние между ними)? ° 
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Поэтому сила притяжения между точкой М№ и элементом стержня равна 

mo ax 

ome 
где 8 == сопз{, что и дает элемент искомой силы притяжения. Полное же 
притяжение между точкой № и стержнем, будучи пределом суммы всех та- 
ких элементарных притяжений от х=0 до х=р будет: 

5 a mdx 
3 

Jura J way a(a+i)" 

Полагая в этом примере, что точка N находится на перпендикуляре, 
восставленном в середине стержня, на расстоянии а от него, найти силу, 
с которой стержень притягивает точку. 

2тМ l 
ai ate t8 55+ 

Пример 2. Сосуд, имеющий вид прямого круглого конуса (рис. 55), на- 
полнен водой. Если высота его A, а радиус основания г, то сколько времени 

нужно будет, чтобы он сам собою опорожнился че- 
рез отверстие площади @ при его вершине? 

Решение. Известно, что если пренебречь всеми 
осложняющими явление сопротивлениями, то ско- 
рость истечения через отверстие равна скорости, 
приобретаемой телом, свободно падающим с вы- 
соты, равной глубине воды в сосуде. Следовательно, 
обозначая эту глубину буквой х, имеем: 

Отв. 6   

  

  

= V 2gx. 

Пусть в элемент времени 4 вытекает объем AQ 
Рис. 55 воды, а соответствующее понижение поверхности 

назовем 4х. В единицу времени вытекает из от- 

верстия объем воды аУ2ех, измеряемый прямым цилиндром, площадь. 

основания которого есть а, а высота UV (= V 2х). Следовательно, в течение 
времени 4 вытекает 

dQ =aV 2gx dt. (a) 

Ho объем воды, вытекшей за время 4+, можно также рассматривать как 
объем цилиндра АВ, у которого площадь основания равна 5$, а высота 
равна 4х, отсюда: 

2 y2 
dQ=S dx= i, (5) 

2 2 
Приравнивая (а) и (5) и решая относительно 4, имеем: 4 = ох ах, 

ав? У 22x 
откуда 

h 
РИ f mex? dx _ Эт? У В 

7 атувх ба УЗЕ`
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Пример 3. Идеальный газ, заключенный в цилиндрический сосуд, за- 
крытый подвижным поршнем, расширяясь, увеличивается в объеме, пере- 
двигая при этом поршень. Найти работу, совершаемую силой давления газа 
на поршень, если известно, что объем газа увеличивается от величины 9% 
до 91. Температуру предполагаем неизменяющейся. 

Решение. Пусть с — площадь поперечного сечения сосуда. Если обозна- 
dv 

чим через 49 приращение объема газа, то выражение —— даст соответствую- 

щую приращению 49 величину перемещения поршня. 
На основании закона Бойля — Мариотта имеем: ро = Е = сопз\, откуда 
Е ke 

р=-: равно силе давления газа на ‘единицу площади поршня и P = — 

равно силе давления на всю площадь поршня. Следовательно, работа, coor- 
ветствующая приращению объема 49, равна 

ke dv 
De (сила давления Х перемещение поршня), 

откуда 
wy 

Я = Ее вым. 
о Uo 

Ue



  

ГЛАВА У 

ФОРМАЛЬНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЗЛИЧНЫМИ 

ПРИЕМАМИ 

$ 58. Введение. Интегрирование называется формальным, когда 
его, в конце концов, сводят на использование таблицы интегралов. 
Если в каком-нибудь рассматриваемом случае эта таблица не имеет 
интеграла похожего на заданный интеграл, часто все же оказы- 
вается возможным так преобразовать этот последний, чтобы он зави- 
сел только от формул, образующих эту таблицу. 

Различными, приемами такого сведёния на таблицу являются: 
а) интегрирование по. частям; 
5) применение теории рациональных дробей; 
с) использование подходящей подстановки. 
Первый прием мы уже рассмотрели в 5 18. Изложим два 

оставшиеся приема. 
$ 59. Интегрирование рациональных дробей. Рациональная 

дробь есть такая дробь, у которой числитель и знаменатель суть 
многочлены, т. е. целые рациональные функции. Если степень числи- 
теля равна или больше степени знаменателя, то дробь может быть 
обращена в смешанное выражение делением числителя на знаменатель. 
Например, , 

xt + 3x x24 — 3 ets 
x?2+2%+-1 х--2х-1 

‚ Последнее слагаемое есть дробь, приведенная к простейшему 
виду, так как степень числителя меньше степени знаменателя. Оче- 
видно, что целые члены интегрируются прямо, и, следовательно, 
остается рассмотреть только эту дробь. 

Для интегрирования такой дроби часто бывает необходимо раз- 
ложить ее на так называемые простые элементы, т. е. заменить 
алгебраической суммой новых дробей, вид и способы интегрирования 
которых приведены дальше. В алгебре доказывается, что такое раз- 
ложение всегда осуществимо, если мы умеем знаменатель разложить 
на действительные множители — линейные или квадратные. 

Случай 1. Множители знаменателя все первой степени a 
не повторяются. В алгебре доказывается, что всякому неповторяю- 
щемуся множителю первой степени, например хр— а, содержа-
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щемуся в знаменателе Р (х), будет соответствовать простой элемент 

  

вида ———. Такую дробь можно тотчас же интегрировать следую- 

щим образом: 

    

Аах ах 
=a f => = Aln(x —a)+C. 

х— а 

на. (2х +- 3) dx 
Пример. Найти: [S2s . 

Решение. Множители знаменателя суть х, х—1, х-- 2; полагаем: 

2х--3 А С 
x (x — 1) (x +2) 2 РГГУ, (1) 
  

где А, В, С — подлежащие определению постоянные. Освободив (1) от дробей, 
имеем: 

2x --+-38= A (x—1) (x +2)4+-B(e+2)x4+C(x*e—l)x= 

=(A+B+C)x?+(A+2B—C)x—2A. © (2) 

Так как это равенство есть тождество, то, следуя методу неопределен- 
ных коэффициентов, приравниваем коэффициенты одинаковых степеней х 
в обеих частях и получаем три совместные уравнения: 

    

  

  

A+ B+C=0, 

A+-2B—C =2, (3) 
—2A = 3. 

Решив эти уравнения, найдем: 

3 5 1 
А=—5, Bag, Cas 

Подстановка в (1) этих значений дает: 

2x +3 _ 3 4 5 1 | 
¥@—)@PD) ~~ We 3@—1) ~ bap" (1) 

Отсюда 

Г 2х3 —3 [+ ах 5 [= 1 ах _ 
4a le py * х—1 6) «+27 

5 
“3 ‚ 

-— шх- > ш (х— м (#2) Ine = = In or 

x? (x +2)° 

Более краткий способ нахождения значений А, Ви С из (2) таков. 

Положив в равенстве (2) х =0, имеем: 3 = —2А, или А = —=. Положив 

х =, имеем: 5 = ЗВ, или В == 3 . Положив х = —2, имеем: — 1 = 6С, или 

1 
С=—-—. 

6
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ЗАДАЧИ 

5 

(х—Пах _ ete 
1. о м 

  

(x -+4-2)? 

2. f Sop2- In [ce (x + 3)? (x — 2)]. 

(x2-+- x—I1)dx _ “, — 5 
3. oP bx = ШУх(х—2)3 (х-+ 3)? -- С. 

  

  

—__ 3 2 2 —_.9\5 4. В я ИС 

  

  

    

8—4 СЕ) 

5. ея et Gn eee t Pet y-c 

6 | ora 7 baat? 
РЕН 
  

в. ЕВ — 1 In Ут, 1 in z—V3 

‘J 2—524+6 272 ytV2  2¥2 24 y3 

Случай 2. Множители знаменателя все первой степени и 
некоторые повторяются. В алгебре доказывается, что в этом слу- 
чае каждому п-кратному множителю первой степени, например (х— а)”, 
содержащемуся в знаменателе Р(х), будет соответствовать сумма п 
следующих простых элементов: 

A 4-8 4 4 4. 
(x — a)” (x—a)?-1 х—а 

+ С. 

  

roe А, В,..., Г. суть постоянные. 
Последняя дробь интегрируется, как в случае 1. Все осталь- 

ные интегрируются по формуле степени. Так: 

  Ads a f(x—ay "de = 4 _se¢, 
(x — a)” (1—1) (х— а)” 

3 
Пример. Найти Ета» xX. 

Решение. Так как х—1 входит множителем pee полагаем: 

etl 
x(x—1)8 f+ м + р: TZ 
    

Освобождаясь от дробей, получаем: 

3-41 = A (x— 198+ Be + Cx (x—1) + Бх(х— 1 = 
=(A+ D)x8+(—3A4 C—2D) 2+ (0A1B—C+D)x—-—A
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Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х, находим систему 
четырех уравнений: 

A + D=1, 

—3A + C—2D=0, 

3A+B—C+ D=0, 

— A == |, 

Решая их, находим: А = --1, В=2 С=1 D=2u 

ж--1 1 
тега У 

4 

  

Отсюда 

  

x3 +1 _ 1 1 — тая т jo reine —)+C= 

en 

  

ам С. 

‚ ЗАДАЧИ 

ах 1 х—2 

(x — 1)? (x — 2) ~ ¥— 1 + ins ГС. 

— 8) ах! 3 

Да Вы w= 4 + С. 

(3х2) ах _ 4х3 

] xe)? ~ Depp wept 
x2 dx 5х + 12 +в (225 2 

epee pa ~~ eres +" (Spa) ТС 
у? ау _ 4 

] у бВу а = ура КОКО С. 

at _ t 1 t+yV2 

” ] @—2 4—2) "88 [2 С. 
as“ ds 

Sf Gree +4285 — Tera te 

—
>
 

® 

  

ю   

> 

  > 

  

  a 
J 

  

"| т m _п n2 

8. I (a Рея) = пет" ев) — ти + С: 
* 3241 x : 

9, Gis = — ев Tp TC: 

Случай 3. Знаменатель содержит неповторяющиеся мно- 
жители второй степени, не распадающиеся на действительные 
линейные множители. В алгебре доказывается, что в этом случае 
каждому неповторяющемуся квадратному множителю, например 
х?—- рх--: 49, содержащемуся в знаменателе Р (х), будет соответство- 
вать один простой элемент вида 

Ax +B 

a px g *
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Эту дробь можно интегрировать в общем виде следующим 
образом: 

— 
—   

Ap 
(Ax+B)dx =| (Avy PP +B) ax 

    

    

“px +g x2+ px-+g 

Ap [прибавив к числителю и вычтя из него 5. 

(ax + +) dx (+57 + в) ах 

— ] х--рх-4 +r ] Юрка 

__ А Gxt pax 2B Ар Г ах __ 

2 ev x? +- px + 9 2 Pp’ 2 р? — 

e+ 5) +9] 
[дополнив знаменатель второго интеграла до полного an 

2B — Vane oak == In x? x 

Здесь следует заметить, YTO KeadpamHoi mpexunen x*-+-px-+gq 
при изменяющемся аргументе х не может никогда обращаться 
в нуль. ШМбо если бы этот трехчлен обратился для какого-нибудь 
действительного числа х в нуль, то это означало бы, что квадрат- 
ное уравнение х2--рх——-4==0 имеет один действительный корень &. 
Но тогда и другой корень В этого квадратного уравнения также 
был бы действительным и тогда мы имели бы тождество: 

ж-Нрха=(х—®(х— В). | 

А мы предположили, что трехчлен х*—-рх--4 не распадается 
на действительные линейные множители. 

По этой же, причине трехчлен х*-рх--4 не может изме- 
нять знака (ибо тогда он имел бы действительный корень). Поэтому 
он всегда положителен, как бы не изменялся аргумент х (ибо он 
положителен при х ==-- оо). 

Сущность этих замечаний та, что мы его всегда имеем право 
логарифмировать и писать ш(х2--рх 4), не боясь попасть на ло- 
гарифм отрицательного количества. 

Здесь же надо добавить, что мы имеем обязательное неравенство 
p?—4q<0 и, значит, всегда 44— р" > 0, ибо только при этом 

неравенстве, как учит элементарная алгебра, уравнение x*-+-px-+-g = 0 

не имеет действительного корня. Поэтому выражение ]/ 44 — р? есть. 
положительное число. 

. 4dx 
Пример. Найти | te
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4 _ А Вх-- С 
Решение. Полагаем хора = 74 ea 

Освобождаясь от дробей, имеем: 

4 = А (2-4) - х(Вх- С) = (А-В) х?-- Сх- 4А. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим: 

A+B=0, C=0, 4A=4, 

  

      

  

    

  

  

  

  

    

откуда 
А=1 В=-—1 С=0, 

так что 

о 
хо) хх 4’ 

Следовательно, 

44х _ _ ах _ |’ хах _ 2 = сх =] = Inx ух И 

ЗАДАЧИ 

ах x 
Г. и ——— + C 

хе УЕ 3 

(2x2 — 3x — 3) dx (= 2e +5)? —1 
2. | ee Soh x—1 +7 are tg = x Te. 

x2 ax Хх 1 
3. f#&=4 я шо ас 8х С. 

i x4 1 

* Глазури = Ее СЯТ Свят С. 
(хз —6) ах —ш и 3 № 3 Е С. 

хм 6-8 Ува !2 me va"ya* 
dx 1 (x 1)? 2х 

6. = —In — агс 1 С. 
I 6 poet 7% Vs” уз -+ 

(8x — 7) dx x 
1. | eee pei! Gp tee gz te 

2 dz 1, 2—1, УЗ в ты are tg —— + C. 
Ate. 6 "241" 3 BTS т 
    

  

4dt _ 1 РЕ 9-1 v2 
9. | @o-ys" р Sar TY ae вв С 

dy 1 yt+yt+l 1 oy kd 10. f®.-1n — arc t — С. 
1—9 6 у—2у-+1 + УЗ e's УЗ + 

Случай 4. Знаменатель содержит множители второй 
степени, не распадающиеся на действительные линейные мно- 
жители, причем некоторые из них повторяются. В алгебре до- 
казывается, что в этом случае каждому п-кратному квадратному 

    

10 Интегральное исчисление
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множителю, например (х?--рх 49), содержащемуся в знамена- 
теле Р(х), соответствует сумма п простых элементов вида 

Ах В Cx-+D " ix-+N 

(2 px+g® — (P+px+q) w+ px-+q 

Принимая BO внимание степень знаменателя, самым старшим 
является первое слагаемое этой суммы, а самым младшим — последнее. 

Последнее слагаемое интегрировать мы уже умеем, ибо этому 
посвящен разобранный случай 3. 

Чтобы выполнить интегрирование старшего слагаемого, необхо- 
димо пользоваться «формулой приведения»: 

4 1 и —__ du 

J (u? + a)” 2 (n — 1) a Fe + а?" 1 + (2n— 3) J (и? -- ari | ‚ (В) 

которая сводит интегрирование высшего простого элемента 

    (A) 

  

1 

Tay 
на интегрирование более низкого простого элемента —————-. 

(w+ ary"! 
В истинности формулы приведения (В) учащийся имеет возмож- 

ность убедиться прямым ее дифференцированием. 
К указанным простым элементам сводится и общий случай, 

когда р не равно нулю, ибо мы можем пополнить квадрат в знаме- 
нателе: 

2 — 2 р? 2 pvr 1 2 x? px gx +px+4—q—4F=(x+$) + | (4g — p*), 

где обязательно 44 — р? > 0. Полагая х-- 5 =U, 5 (4g — p?) = a’, 

Mbt HMeeM x2-+ px—+-q=-u?-++a?, npuyem dx==du, x=—u —>. 

Значит, общий случай приводится так: 

Ax +B f A*u + B* А* Г 2u du Ра 
J tpt =) wre V HT) eat 

. ай  _ А’ Ра(?- а?) : du _ 

+8 | apa ] ее НВ" Л цяфу = 
__ А (и а”) "* * аи 

= За—м TP | eta not. 
Отсюда видно, что благодаря формуле приведения (В) интеграл 

старшего слагаемого в формуле (А) приводится к нахождению инте- 
грала того же вида, но в нем квадратный множитель стоит в сте- 
пени только п— 1. Применяя формулу приведения (В) последова- 
тельно п — |1 раз, мы, очевидно, в конце концов приведем наш 
интеграл к показателю степени п =1. А показатель п =1 изучен 
в случае 3, 

  

 



$ 59 ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ 147 

Таким же образом можно интегрировать все простые элементы 
в формуле (А), кроме самого последнего, интегрирование которого 
показано в случае 3. 

Пример. Показать: 

aa ae = In (x? + 1) + sep + arc tex+C. 

Pewenue. Tak Kak x?-+-1 входит дважды как множитель, мы должны 

имет 2-х 3 _ _Ах- В + СР . 

се о x? 4-1 

Освобождаясь от знаменателя, имеем: 

2x8 + x¥+3= Ax+ B+ (Cx + D) (x? + 1). 

Действуя по методу неопределенных коэффициентов, т. е. приравнивая 
хоэффициенты при одинаковых степенях буквы х и решая, мы находим: 

А=—1, В=3, С=2, Р=0. 

  
  

Значит: 

23-х 3 —_ X+3 2x dx 

|e | aes J ro 
x dx 

=in(e+n— f ee, +3f oe ° 

Первый интеграл в правой части берется по формуле интеграла сте- 
пени ГУ, а второй требует однократного применения редукционной фор- 
мулы (В), где и=х, а=1, п-==2. Таким разом мы получаем: 

28х43 , 

Делая приведение подобных членов, получаем ответ. 

Заключение. Так как нетрудно убедиться, что всякую рацио- 
нальную функцию всегда можно привести к частному двух целых 
рациональных функций, т. е. к рациональной дроби, то из преды- 
дущих параграфов этой главы следует, что любую рациональную 
функцию, знаменатель которой мы умеем разложить на действитель- 
ные множители первой и второй степеней, можно представить в виде 
алгебраической суммы целых рациональных функций и простых эле- 
ментов. Члены этой суммы все имеют такой вид, интегрирование 

которого нами выполнено выше. Отсюда: 
Теорема. Можно найти интеграл каждой рациональной 

функции, знаменатель которой мы умеем разложить на дей- 
ствительные множители первой и второй степеней; этот инте- 
грал выражается через алгебраические. логарифиические и обрат- 
ные тригонометрические (круговые) функции, т.е. в конце концов» 
через элементарные функции. 

10*
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ЗАДАЧИ 
1. Найти: 

(x3 4- x? + 2) dx 

се 
Решение. Так как х?--2 встречается множителем дважды, полагаем: 

хз-- 2 --2 _ Ах--В + “+В 

(x2 2)2 (2 (№2 ° 
Освобождаясь от дробей, имеем: 

8+ 2-2 = Ах-- В+ (Сх-- Ь) (2-2) = 
= Схз-- 2^?-- (АС) Хх В-2О. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, найдем: 

С =1, Р=1 А-2С=0, В--2Р =2. 

  

  

  

  

Отсюда: 
=—2, B=0, C=1, D=1. 

Следовательно, 

x8 4+. x2 +2 _ 2х 4 2H) х-1. 

, (2 (2-2) © x22 

(жи -2) ах _ aos х ах 

2 J (X82) и] 
1 | 
тие о ууе т ve 

x8 +-x— 1 2— > 
2. — 2 = = f (2 3p dx = 1@ a Ws "уз 

2х ах 1 — 
3. аа ню С 

XT A SL 8+ ¥ 
    dx = ayers = ery teest 

+ tn (x8 .2)—9 n(x? $3) +C. 

  

  

(4х3 — 8х) ах _ 3х2 —х (e=1p 1) 

°- / С — о “пб ИЕ и - агс 8 х + С. 

(3х -- 2) 4х 13x — 24 26 
6. — 

ая 3—3 48) 3VS are ote Vi с 

$ 60. Интегрирование подстановкой нового переменного; 
рационализация. В последнем параграфе было показано, что все 
рациональные функции (выражения), знаменатели которых мы умеем 
разложить на действительные множители второй и первой степени, 
могут быть проинтегрированы до конца. Что же касается алгебраи- 
ческих функций, которые не являются рациональными функциями, 
которые, например, содержат радикалы, то, говоря относительно, 
только небольшая часть таковых может быть проинтегрирована до
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конца, т. е. имеет интегралы, выражаемые через элементарные функ- 
ции. Однако подстановкой нового переменного сказанные функции 
в некоторых случаях можно преобразовать в такие, которые либо. 
прямо содержатся в таблице, либо предстанут в рациональном виде. 

Метод интегрирования функции, которая сама не является рацио-- 
нальной, посредством подстановки старого переменного через функ- 
цию нового переменного так, чтобы результат подстановки предстал 
в рациональном виде, называется методом рационализации. 

Это — чрезвычайно важный прием интегрирования, и мы должны 
рассмотреть некоторые важные случаи этого рода. 

Дифференциалы, содержащие дробные степени одного х.- 
Такое выражение можно преобразовать в рациональную форму 
посредством подстановки х = 21", где п и есть нацменьший общий 
знаменатель дробных показателей х. Ибо таким путем х, ах и; 
каждый радикал (т. е. всякую дробную степень) можно выразить. 
рационально в функции 2. 

Пример. Найти: 
2 1 
3 4 

x — xX [sta 
1. 

x2 

Решение. Этот пример можно решить, непосредственно разделив Числи- 
тель на знаменатель и представив интеграл в виде суммы двух интегралов; 
покажем теперь другой способ решения путем преобразования подынтеграль-- 
ного выражения в рациональную форму посредством подстановки. Так как, 
общее наименьшее кратное знаменателей дробных показателей равно 12,. 
полагаем 

  

x = 212, 
Здесь 

8 1 A 
ах = 19211 42, х3 ==28, xt= 273 x? = 26. 

Следовательно, 

2 A 
3 4 x? —X 28 — 23 

f т ах = —= leet dz = 12 fea dz= 

x2 

6 4 6 2 4 т 
7 2 32 +C 7 5х +C 

1 

| подставив обратное значение г в функции х, именно 2 == | 

Общая форма интеграла от здесь рассматриваемых иррациональ-- 
ных выражений есть 

Ге, x*, х8,...) ах, 

где а, В,... суть рациональные числа и где Ю(х, у, 2...) есть 
рациональная функция от букв х, У, 2, ...
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Дифференциалы, содержащие дробные степени одного а -- 6х. 
Такое выражение можно преобразовать в рациональную форму 
посредством подстановки 

a-+ bx = 2", 

где п — наименьший знаменатель дробных показателей выражения 
a+ bx. W6o таким образом x, 4х и каждый радикал (т. е. всякую 
входящую в рассматриваемое выражение дробную степень а-- 5х) 
можно выразить рационально в функции 2. 

ax 

3 1° 
(1+ x)? +(1 +)? 

1-Нх = 22; 

Пример. Найти: 

  

Решение. Пусть 

тогда: 

3. 1 
dx = 22 dz, (1+ x)? = 23, (1+ x)? =z. 

Следовательно, 

] ах - | 24% о | а 
3 1 az 2-1 — 

(+ ^)* ++)? 

  

1 

=2arctgz+C=2arctg(1+x)? +C 

{подставив обратно значение 2 в функции x]. 

Общая форма рассмотренного здесь интеграла есть 

fax-+b\* fax+6\P | 
prix (EES, (Ее). --. ах, 

где Ю(х, у, 2,...) есть рациональная функция от букв х, у, 2, ... 
ax+ 6 

м где a, 6, ... рациональные числа. Подстановка ха —= 21, 

где п — общий наименьший знаменатель рациональных чисел а, В, .... 

ЗАДАЧИ 

ви аи) x" dx 4 а 
1, Г 3 == ala" —iIn \x +1/i+C 

xt +1 

wx 8 tL 1 x 8 x 
2. 5 r=3* 2 ——— т  —1 | 4асшх8 -- С. 

3 3 8
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1 

3. ee ee, 

x(x +1)? (x1)? +1 

  

  

  

  

4, [evan *° 

5. Гууатущ= Gy —20) ery + С. 

6. ДЕТ ая = 1+4 ЕТ+Аи (т 0+-С 

2 

7. [Harte tise 4 pom ear +e 

8. ах =ЗУтЕ?+У Зав КС. 

9. кутак 29 „ух. 

10. le Viaeraf+c. 

$ 61. Дифференциальный бином. Так называется интеграл, имею- 
щий вид: [= aon") de 

где си b— любые постоянные, отличные от нуля, а числа т, пи р. 
суть рациональные. 

Подстановкой 
1 1 

хп —Ё Те. х=7, 4х = {" dt 

интеграл превращается в 

1 op ethos 
if рт (a+ bt)” dt. 

т--1 

n 
дифференциального бинома: 

фр, д=  а-иР на. 

Лемма. Интеграл Ф(р, 9) рационализируется, когда одно из. 
трех чисел р, 4, Р--9 есть целое. 

  

Полагая а == — 1, имеем более простой вид интеграла от
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Доказательство. 

Случай 1. Число р — целое. В этом случае интеграл ф(р, 4) пи- 
‘шется, очевидно, так: 

vp. N= f RE Mat 
и, значит, интегрируется по правилу предыдущего параграфа, т. е. 
методом рационализации. 

Случай 2. Число д— целое. В этом случае b(p, g) пишется 
в виде 

Ф(р, д= [Е @-ы, На 

и, значит, интегрируется по правилу предыдущего параграфа. 
Случай 3. Число р-- 4 — целое. В этом случае имеем: 

нары (еруени- (ау a 
и, значит, опять интегрируется по правилу предыдущего параграфа. 

Ч. т. д. 
Из леммы следует: 

Теорема. Дифференциальный бином f x™(a-+-bx")P dx unme- 

грируется методом рационализации и, значит, дает результат, 
выразимый в алгебраических, логарифмических и обратных три- 
гонометрических (круговых) функциях, если одно из трех чисел: 

at, р, р есть целое. 

Знаменитый отечественный математик Чебышев в 1853 году 
доказал, что, если ни одно из указанных трех чисел не есть целое, 
интеграл от дифференциального бинома уже невыразим через алге- 
браические функции и элементарные трансцендентные функции 
и, значит, не может быть взятым никаким методом. 

Указанные три условия носят название условий фактической 
интегрируемости дифферечииального бинома. 

3 ° > 
Пример 1. f м. | x3 (a+bx2) * dx. 

(a + bx%)? 
Pewenue. m=3, n=2, р=— 5 › так что 

  

m+] + —2 
п 

Следовательно, пример относится к случаю 1; полагаем 

a+ bx? = 23, 

числу целому. 

юткуда 

  

1 

8 
г? — а zdz 8 

«=(=>“) ‚ ax= т т H (a+ bx*) = 2, 

2
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Итак, 
3 

x3 dx 2z*7—a\2z 1 2 

JAS ane fom ee 
(a +- 8х2)? 6? (z2—a)? 

1. За bx? 
== az-1)4+-C= (2+ )+ P Valba 

d _1 
Пример 2. Гат" 6 x2) бах. ример “Vie (1 + +?) 

Pewenue. m=—4, n=2, p=—5 и mt р = — 2, числу целому. 

  

Следовательно, пример относится к случаю 3; полагаем 
1 
2 

1 x? = 227, =”), 

    

  

откуда 
1 2? 5 2 

Cag Wea aryp Witte a7: 
(22 — 1)” 

далее ' ; | 
2 42 

х = с, x4 (ip и ах =— з° 

(22— 1)? (22—1)* 

Следовательно, 

ах 23 (2x? —1) (1+ at 
a oe C= 

| wie 3 т 3х3 re 

ЗАДАЧИ 

3 
=, 2 

1. f жа ах ВР) С   

    

  

3 

(1-22)? 
1 

3 dx 2 2—2 3, | nse С. Vine (Tt 

" xV@—2 a Ve@—xre+a- 
> 

в. | —& =-a + "(+ Тс 
2 Xx? (1 +- x?)
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3 

6. feat? dt=(1 +20)? Тс. ;
 

or
 

3 

7. Jaca" ай ы оо 

8 — ___ __ 3x8 42a +0. 

x2 (a+ we 2a2x (a + хз)3 

  

$ 62. Преобразование тригонометрических дифференциалов. 

Теорема. Интеграл вида [ Ю ($ и, соз и) 4и, где Ю(х, у) есть 

рациональная функция от букв хи у, рационализируется под- 

становкой tea =z, т. е. заменой: ° 

sin “== 22 COS “== 1—2 ди —= 242 
1+2?’ 12’ ~ 1+22 ° 

Доказательство. Формула тригонометрии говорит, что 

t = | — cos u Возвышая в квадрат, имеем 10? — 1 — cos i 
7 = 1-Е соз и ° лрат, 5 5 — Тсози * 

и 
Полагая {8 5 =2 и решая относительно со5и, 

  

  

имеем: 
1— 22 

0$ й =-——=. 
° 1-2 

7-72 Следовательно, в прямоугольном треуголь- 
нике (рис. 56) с гипотенузой 1--2? и гори- 

Рис. 56 зонтальным катетом 1-—- 22 угол, прилежащий 
к этому катету, в точности равен и. Так как 

другой катет равен, очевидно, 22, то мы заключаем отсюда, что 
. Zz и 

sin a ==. Из равенства 2—8 мы находим и — 2 arctg Zz. 

2dz 

1+ 22° ; 

Из того обстоятельства, что пи, со$зй и Ди выражаются рацио- 
нально через букву 2, следует рационализация всякого интеграла 

вида Г R(sina, cosa) du, roe R(x, у) — рациональное выражение OT 

букв х и У. 
Отсюда же следует, что если тригонометрический дифференциал 

содержит, кроме пи и созй, еще и tga, cig u, scu, CSC, TO это 
нисколько не усложняет дела и не мешает рационализации, ибо 
tgu, ctgu, scu MW сзси выражаются в виде дробей от ши и со5и. 

Ч. т. д. 

Отсюда Ди ==
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(1 + sin x) dx 1 2% x 
Пример. sin x (1 4 cos » = д = + tg > A 45 In tg 5 С. 

Решение. Так как этот яя реранци рационален относительно зах и 
cos х, то, совершив указанную подстановку, тотчас имеем: 

(1+ Tz) Е | 

22 1—2 (2+2+ 27!) dz= = (5 {22+ тг) с= 

ral! т Te) 
| х х 1 x 

  

  

  

ЗАДАЧИ 

—
А
 

e 

1 

4—5 ах =z In С. 

м
 

ах 1 
. аня 5) +6. 

[ х 
5 + 4 sin 2x & 

  

3 

. ах 1 
4. | ce = Fete Bente. 

Xx 

: с 
° 3+5cosx 4 9 " 

tes 

sin x dx 2 2 ‚ 6. | ees x +2arctg(tg5)+C=——— 4x46. 
l+tg 5 1-8 

cos x dx x x Xx 

‚ 8. Вывести по способу этого параграфа формулы (ХУ) и (ХУ) $8. 

$ 63. Разные подстановки. Рассмотренные до сих пор подста- 
новки приводили данное дифференциальное выражение к рациональ- 
ному виду. Однако в большом числе случаев можно выполнять. 
интеграции посредством подстановок, не приводящих данного диф- 
ференциала к рациональному виду. Для этих подстановок нельзя 
дать никакого общего правила, а можно руководствоваться только, 
опытностью, приобретенною упражнениями. 

Вот одна из весьма употребительных подстановок: 

xa, dx = dz 

г 22 ° 

Приведем пример на эту подстановку.
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Пример. Найти: 
2 — +38 

ах 

Решение. Сделав подстановку 

найдем: 
3 

fia = Ге га — РИО 
За? 

в 
—^ Заз РС 

ЗАДАЧИ 

1 | cap i et Положить хз == 
° x (a8 +- x8) ~~ 3a3 a8 + x8 " =" 

x2— Xx 3х —5 
2. Gao = 11-(х — 2) — GDF + C. NonomuTh *—~2 = 2. 

хах _ 18-27 ПИ _ 
3. (eI 64+ 1) +in(get+1)+C. Nozoxut, х--1=2. 

dx x a 
4, Г з = ву 6. Положить =. 

(a? +- x2)? 
ах 1 сх а 

5. a in ——__————_——-. Положить Хх —= —. 
хут-х a at Vet 2 

1 
3 , — 

6. f = 5-9) (2 +1)? = Положить x2 4-1 = z. 

(x2 ++ 1)° 
ах сх 1 

7. —— In —.—.... Положить х = —. 
x~ltet x2 2t-x+t2Vitxt x 2 
— 3 

8. f BEB az aping® +C. Положить 1 4- In x = 2. 

3 
эх _— 

9. ere Sr Ber —4) (#4 1)“ --С. — Положить ее 41-2. 

(e* +2)4 
_ 1. че (2"—2) + С. Положить е* = 40. 2х — боя = Эр Я + ЛОЖИТЬ 6* = 2. 

2 — 59 
ai. ах = 1. arc sin x — ху ® -- С. Положить х == с0$ г. 

УГ х 2 

из — a Xi i4Yp в 42, V@—x2dx= x are sin 3 ZV PP + С. Положить Х = а п г. 

хх = 1 ах = — 42 

г 

  

  

 



  

ГЛАВА У! 

РЯДЫ 

§ 64. Бесконечные последовательности. Последовательность чи- 
CE $1, 5, ..., 5, ... Называют бесконечной, если за каждым членом 
этой последовательности имеется дальнейший. Такова, например, 
последовательность натуральных чисел 1, 2,..., п, ... 

Задать последовательность — это значит указать способ 
вычисления любого ее члена $„.-по его номеру п; в этом смысле 
последовательности: ` 

12, 22, 32,..., 1?, ..., 

2, 4, 8, ..., 2",..., 

raat 
> 9» 3’°°° в’°°°’ 

12 3 п 
о? 3’ 4’ °°°’ п--1' *°° 

считаются заданными. В первом случае $, определяется по фор- 

муле $„=—1?, во втором 5„=2", в третьем 5,= и в четвер- 

1 
TOM Sn пт. 

С изменением п меняется и $„; следует поэтому сказать, YTO S, 
есть функция от п. Может случиться, что при неограниченном 
возрастании п переменная величина $, будет иметь своим пределом 
некоторое число А: 

  

Ит $, =А. 
a> oo 

Мы скажем тогда, что последовательность $1, Sy, ..-, Sy, ..- 
имеет число А своим пределом. Так, например, из написанных 

7 a Gh ge — ath a = 

к оО ee 

Рис. 57 

выше последовательностей третья имеет своим пределом нуль, а чет- 
зертая единицу. В общем случае, если на прямой линии мы распо-
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ложим точки с абсциссами $1, So, ..., S,,..., TO 3TH точки в конце 
концов все окажутся заключенными в отрезке с центром в точке А 
и как угодно малом (рис. 57). Вне такого отрезка будет находиться 
лишь конечное число точек последовательности (см. часть |, $ 29, 

рис. 40). 
$ 65. Признаки существования предела последовательности. 

Для заданной последовательности $,, $5.,..., 5,,... Чрезвычайно 

важно уметь установить, имеет ли она предел, даже если бы мы не 
могли точно вычислить величину этого предела. 

Укажем ряд случаев, когда существование этого предела легко 
установить. 

Допустим, во-первых, что члены последовательности идут, 
все время возрастая или, точнее, не убывая, когда п неограни- 
ценно возрастает; другими словами, допустим, что для всякого №. 
имеем: 

Могут представиться два случая: 
или $, неограниченно возрастает вместе с п, т. е., как бы велико 

ни было число М, члены последовательности, начиная с некоторого $„, 
оказываются все больше №; это именно имеет место, например, 
в последовательности натуральных чисел 1,2, ..., п, ...; 

или же все числа $1, $5›,..., 5, ... Меньше некоторого фикси- 
рованного числа В, и тогда $, при неограниченном возрастании п. 
стремится к пределу А, меньшему или равному В. 

Учащийся легко этому поверит; предложение это покажется ему 
достаточно правдоподобным, если он рассмотрит на прямой точки $1, 
So, .. +, Sy, «++, абсциссы которых равны числам $1, $2, ..., 5, .... 
Каждая точка, по предположению, правее предыдущей или совпадает 
с ней; значит, 4йбо точки неограниченно удаляются вправо, либо, 
если они должны все оставаться левее некоторой фиксированной 
точки В, им приходится скопляться впереди некоторой точки А, 
к которой они неограниченно приближаются или с ней совпадают; 
точка А находится левее В или совпадает с В (рис. 058). 

0 д в 
д УЧ oni: Ginn hii, 

a ь ww al ee eee № 

Рис. 58 

Допустим, во-вторых, что члены последовательности $, 
$2, ...» бл» «..^йдут все время убывая или, точнее, не возра- 
стая, когда п неограниченно возрастает, Это означает, что для 
всякого п мы имеем; 

5 = $ 
Atl “д.
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Здесь опять представляются два случая: 
или $, неограниченно (в алгебраическом смысле) убывает с воз- 

растанием п, т.е., как бы велико ни было положительное М, члены 
последовательности, начиная с некоторого 5$,, оказываются все 
меньше — N; 

или же все числа $;, 5›,..., $„, ... больше некоторого фикси- 
рованного числа В, и тогда $, при неограниченном возрастании п 
стремится к пределу А, большему или равному В. 

Геометрически дело представляется очень ясным; на неко- 
торой прямой нанесены точки с абсциссами $1, 52, ..., $, ... Каж- 
дая точка, по предположению, левее предыдущей или совпадает с ней; 
значит, 2460 точки неограниченно удаляются влево, либо. если они 
должны все оставаться правее некоторой фиксированной точки В, 
им приходится скопляться позади некоторой точки А, к которой они 

неограниченно приближаются или с ней совпадают; точка А нахо- 
дится правее В или совпадает с В (рис. 59). 

= 

T
S
S
 

a Petit a mn a 
+ уточнен а < ~ 

Puc. 59 

Описанные оба рода последовательностей $,, $»,..., 5, ... 
называются монотонными. Следовательно, мы имеем предложение: 

Теорема. Монотонная последовательность чисел $1, $», ..., 
5„,... ЛИбо стремится к бесконечности определенного знака 
(т. е. положительной, или отрицательной), либо стремится к вполне 
определенному единственному конечному пределу. 

Значит, для монотонной последовательности чисел $;, $55, ..., 
5„, ... МЫ имеем: 

либо Шт $„—=--с0 и, соответственно, Им s,==— со, либо 
п > +со fh >+00 

lim s,=A. 
N>+0 

Полное доказательство изложенных фактов выходит из рамок 
этого курса. 

Но, кроме монотонных последовательностей, имеются еще и 
немонотонные последовательности чисел $1, $, ..., $1, ...; ЭТО 
имя носят такие последовательности, члены $, которых то воз- 
растают, то убывают при безграничном увеличении значка п. 

Иногда немонотонная последовательность $1, 5, ..., 5$, ... Имеет 

предел, т. е. lim 5$, ==. В этом случае члены $, последователь- 
fl >+00 

ности безгранично приближаются к числу А, когда их значок п уве- 
1 —=. 1 1 

личивается. Например, хотя последовательность —>5, 3,
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| 
+e —< 5..., (— и“ ‚..., Очевидно, немонотонная, однако 

. il 
она имеет предел, ибо lim (—1)"*" —==0. Но иногда немонотон- 

->+00 п 

ная последовательность $1, 5», ..., 5„, ... Не имеет никакого пре- 
дела. Например, последовательность — 1, --1, —1, +1, —l,..., 

(— 1)" +1, ... немонотонна и не имеет, очевидно, никакого предела. 

Полный признак существования конечного предела последовательности. 
Вот предложение, которое в силу его чрезвычайной важности мы здесь при- 
ведим, хотя и без исчерпывающего доказательства: 

0g ee Oe ae, 

v 

Puc. 60 

для того чтобы последовательность S41, So, woe) Sm oe. UMEAA KOHETHDIA 
предел, необходимо и достаточно, чтобы для всякого положитель- 
ного числа в имелась такая грань М (зависящая от =), за которой всякие 
два члена последовательности разнятся друг от друга не более, чем на г. 

Это означает, что мы должны иметь: 

при любых ри 4, превосходящих М№ (рис. 60). 
Условие это необходимо для существования конечного предела. Ибо 

если А есть конечный предел последовательности $1, $2, ..., 5, ...› TO 

lim 51=А. 
® >-+с 

€ 

А это означает, что имеем | А— 5, | < для всякого п, превышающего 

& 
некоторое фиксированное число N. B uactuoctHh umeem | A—s,|< 5 и 

= 
|А — 54| < 5, когда р> М из > М. Вычитая одно неравенство из другого, 

находим | $, — $4 | < ® для любых ри 4, превосходящих грань М. 

2 | Sy 
3 т ини 

Рис. 61 

Условие это достаточно для существования конечного предела. Ибо, 
когда оно выполнено, мы имеем |5„— 95, |<: для фиксированного р, р> М 
п для всякого п, превосходящего грань №. А это означает, что за границами 
фиксированного промежутка 8 == (5›— =, 5„--=) могут находиться только 
точки 5, со знаками л, не превосходящими грани М. Таких же точек имеется
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не больше №. Значит, вся совокупность точек $1, 5,..., 5бп.... кроме 
ограниченного числа их, охватывается фиксированным промежут- 
ком $, длина которого равна 2, т. е. сколь угодно мала (рис. 61). А это 
и указывает на то, что точки $1, 5а,..., 5$, ... Не могут накопляться в бес- 
конечном числе: ни около -|- со, ни около —с0, ни около двух различных 
конечных точек А и В, А-В. Таким образом, местом сгушения точек $1, 
$2, ..., $, ... может служить ЛИШЬ одна некоторая течка А, которая и явится 

пределом последовательности $1, $..., 5, ..., Т. е. lim 5, = А. 
n->+00 

Численные ряды 

$ 66. Ряды. Когда бесконечная последовательность чисел цу, 
и, ..., Un, «+. Задана, называют рядом бесконечный символ 

ини... а -..., (1) 

в котором члены этой последовательности написаны с сохранением 
их порядка так, как если бы их прибавляли друг к другу; и, 
ц.,..., Ил» ... Называются членами ряда. 

Обозначим через $, сумму п первых членов ряда: 

За и eee + uy. 

Если 5, стремится к определенному конечному пределу А, когда п 
неограниченно возрастает, то ряд называют сходящимся и число А 
его суммой. В этом случае (и только в этом случае) мы пишем 
условное равенство: 

Ами Нина... На -... (2) 

Если же $, не имеет никакого конечного предела, тогда ряд (1) 
называется расходящимся. В этом случае он не имеет никакой 

суммы и не обозначает, вообще, ничего 1. 
Рассмотрим, например, ряд 

atartar+ ... +ar’+..., 

члены которого образуют геометрическую прогрессию со 
знаменателем г; сумма п первых членов его 

  ата а а 

1 Если мы пользуемся расходящимися рядами, как что-то обозначающими 
мы можем быть втянуты в тяжелые ошибки даже в вычислениях. Например 
если ряд 1 --2--4--8-|-16--32--64--... имеет ‹сумму» А, то А ==1--2- 
4-8 -- 16--32--... Далее А =1--2 (1+2 4-8 16--...). Значит, 
А=1--2А. Отсюда 2А — А = —1 или А = — 1. Но сумма положительных 
чисел не может быть отрицательным числом. Разгадка парадокса в том, что 
ряд 1-+-2-4--8--16--... есть расходящийся и не обозначает ничего. 

11 Ивтегральное всчислевые
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Предположим, что |г| < 1. Тогда 

  . art . а ar’ a 
lim jay =P и И т —1 =. 
n>o tl пы" — Г TF > 

“ 

Значит, когда |г|<1, геометрическая прогрессия есть ряд 

  

“ a 
сходящийся, и его сумма равна р 

Напротив, ряд 

11... +1... 

расхолится, так как сумма его п первых членов равна п, т. е. 
неограниченно возрастает. 

Но ряд. может расходиться и без того, чтобы 65, безгранично 
возрастало вместе с п. Таков, например, ряд 

1-м... СИ... 

Злесь $5, либо единица, либо нуль, смотря по тому, будет ли п 
нечетное или четное; S, при неограниченном возрастании п не стре- 
мится ни к какому пределу. 

Так как сумма сходяшегося ряда есть число совершенно опре- 
деленное, а сумма расходящегося ряда и вообще не существует, то 
в любой задаче, где встречается бесконечный ряд, необходимо опре- 
делить, сходится он или расхедится. Эте — проблема о существова- 
нии предела некоторей последовательности; вопрос сводится к тому, 
чтобы установить, стремится ли 5, к какому-нибудь пределу, когда п 
неограниченно возрастает. 

$ 67. Необходимый признак сходимости. Для всякого ряда 

и... и -... 

Эа =... и -и,, 

Sya1 == ay coe Unt 

имеем. 

а потому 

Ил =, — Эл_1. 

Если ряд сходится, то ©„ стремится к определенному пределу А, 
5„_1 стремится к тому же самому пределу, а потому их разность и, 
т. е. п-й член ряда, стремится к нулю при неограниченном воз- 
растании п. 

Поэтому необходимое условие для сходимости ряда таково; 

lim a, =O. 
п» © 

a
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Другими словами, если п-й член ряда не стремится к нулю, 
когда пи неограниченно возрастает, то ряд расходится. Таков, напри- 
мер, ряд 

1+- 1+ 1-++ ... +1-+.... 

Но это условие не является достаточным, т. е. если п-Й член 
ряда стремится к нулю, мы еще не можем утверждать, что ряд схо- 
дится. В самом деле, так называемый гармонический ряд 

1 1 1 
пы... + оо 

расходится, хотя 
. . 1 
Вт и, = lim —=0. 
п> с п» © з 

Чтобы доказать расходимость этого ряда, напишем его в виде: 

1 1 1 1 1 1 I 
1+- st+[stea|tlstet7+sl+ 

I 1 1 

[5-е --. +35] +... 
и для сравнения подпишем под ним ряд 

1 1 1 1 1 1 1 | gtgtlataltletet+etsl+ 
1 1 1 + [е-Н-в- .-. ++5|-+... 

Каждый член верхней строки больше или равен соответствующему 
члену нижней строки, но сумма членов, сгруппированных в каждой 

скобке нижней строки, равна 5; поэтому сумму первых членов 

в нижней строке можно сделать как угодно большой, если только 
взять достаточное число членов; следовательно, и сумма п первых 
‚членов верхнего ряда неограниченно возрастает при неограниченном 
возрастании п, т. е. ряд расходится. 

Полный (необходимый и достаточный) признак сходимости ряда. 
Мы доказали, что если ‚ряд ш-и-- ... Ри, ... сходится, то 

должны иметь: Jim ип = 
n->+o 

Отсюда следует, что если ряд ши... +U,+ ... сходится, то 
должны иметь: 

lim (Ug+ Untrt ..- +4ntz) =0 
n->-+co 

где Е — какое-нибудь фиксированное число, ибо тогда в отдельности имеем: 

Вт И ==0, lim иИл+1=0,..., lim wg atk =; 
R->+00 по , n>t+ 

сумма же фиксированного числа бесконечно малых есть величина бесконечно 
малая. 

11%
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Чрезвычайно важно теперь заметить следующее: когда ряд и -|- из -- 
+... Ри, ... сходится, равенство 

и (tp + Чита бин... -Р бчь) =0 (3) 

справедливо не только для фиксированного Ё, но и для ЕЁ какого угодно, 
даже неограниченно возрастающего при увеличивающемся п. 

Но еще более важно обратное предложение, а именно, что если равен- 
ство (3) соблюдается при всяком Ё, тогда ряд ши... Ри... 
сходится. 

Другими словами: 
необходимым и достаточным ‘условием сходимости ряда uy, + из... + 
-и„-- ... является справедливость равенства (3) при всяком В. 

Доказательство. Для того чтобы pad 4;-+ug+ ... +u,+... 
сходился, необходимо и достаточно, чтобы последовательность 

51, So, eee, Sn, eee (4) 

имела конечный предел А, где S, обозначает и и... Ри» т. е. 
сумму л первых членов ряда. 

Но из предыдущего параграфа мы знаем, что необходимым и достаточ- 
ным условием существования конечного предела А у последовательности (4) 
является соблюдение неравенства |54—5,„| <, где р и 4 превосходят 
грань № зависящую только от :; число же = есть положительное и произ- 
вольно малое, но фиксированное. Полагая р=п—1 ид =п-- Ё, мы видим, 
что 5р=ш-Ни--... | ип-1 и Sqg= ut ug+ ... +Uq4%. Отсюда пре- 
дыдущее неравенство напишется в виде: 

[ип -- ша +. + Ша! < ®, (5) 

причем п > WN, a uucno любое. 
А это и говорит нам, что для существования конечного предела у после- 

довательности (4) и, значит, для сходимости ряда и1 -- и. -- ... Ти, --... 
необходимо и достаточно, чтобы было удовлетворено равенство (3) при лю- 
бом R. Ч, Т. Д. 

Заметим, что в то время, как необходимый признак сходимости 

lim u,=0 
пс 

очень легок в применении, полный признак (3) настолько громоздок, что 
применять его прямо почти невозможно. | 

Поэтому, на практике, испробовав необходимый признак Шт u, =O, 
n->+co 

обращаются к группе достаточных признаков. 

$ 68. Достаточные признаки сходимости. Сравнение рядов. 
До сих пор мы рассматривали самые общие ряды. Остановим теперь 
наше внимание на одном частном случае, а именно, на рядах с поло- 

жительными членами. Этот частный случай тем более важен, что, 
как мы увидим в дальнейшем, к нему приводится огромное боль- 
шинство других случаев. 

Итак, пусть 
и... Ни... 

— ряд с положительными членами; ясно, что при всяком п имеем: 

Sn4t > Sai



§ 69 ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ Д’АЛАМБЕРА 165 

поэтому возможны два случая: либо $, неограниченно возрастает 

при неограниченном возрастании п, и тогда ряд расходится; либо 

сумма п первых членов остается при всяком п меньше некоторого 

постоянного числа В; в этом случае ряд сходится, и его сумма А 

меньше или равна В (см. § 65). 
Это замечание приводит нас немедленно к следующему способу 

узнать, сходится или расходится ряд с положительными членами. 

Пусть 
нон... -,-... (v) 

— ряд с положительными членами, относительно которого мы знаем, 
сходится он или расходится; сравним с ним данный ряд с положи- 
тельными членами: 

ии съ Ни, ... (и) 

Допустим, что ряд сравнения (У) сходится, и пусть для всех 
значений п имеем и, =9,, тогда ряд (и) тоже сходится, потому что 
сумма его первых п членов не больше суммы п первых членов 
pana (Vv) и, следовательно, его суммы В; значит, сумма ряда (и) не 
превосходит В. 

Допустим, что ряд сравнения (\) расходится и что для всех зна- 
чений п имеем и,„>9,; сумма п первых членов ряда (У) может 
превзойти любое положительное число, и подавно это будет иметь 
место для ряда (и); значит, он расходится. 

Пример 1. Исследовать ряд 

1 1 1 1 1 

в РР Ро Ри. 
Решение. Каждый член данного ряда, кроме первого и второго, меньше 

соответствующего члена геометрической прогрессии 

] 1 ] 1 ] ] 
5 Ня РРР т ... Ни + чье 

а этот ряд сходится ($ 66), следовательно, и данный ряд сходится. 
Пример 2. Исследовать ряд 

1 1 1 1 уз + + vee + 75+ ... 

Решение. Этот ряд расходится, так как его члены больше соответствую- 
щих членов гармонического ряда, который, как мы видели в 6$ 67, есть ряд 
расходящийся. 

$ 69. Признак сходимости Д’Аламбера. Принимая за ряд срав- 
нения (\) геометрическую прогрессию с положительным знаменателем, 
мы приходим к одному чрезвычайно удобному для практики признаку 
сходимости, открытому Д’Аламбером.
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Рассмотрим отношение п--1-го члена ряда к п-му, т. е. от- 
ношение 

Ип+1 
‘Un > 

rie BCe YHeHb! AaHHOrO pata 4,-+ ao ... + U,+ ... положи- 
тельны. 

Допустим, что 
. “a lim —ft1 =p, 

n>o Un 

Нам прилется различать три случая. 
1. Если р<1, то ряд сходится. В самом деле, как только 

  

ц 
п станет достаточно большим, отношение п будет заключено 

n 

в промежутке (р—е, р--=), где в— очень малое число. Поэтому, 
полагая Г==р--е, имеем для всех п, начиная с некоторого т, 
неравенство: 

#п+1 г 
in <’, 

поэтому 

bin + < Thy, Anis < ГИ т < Pun Bin +3 < Pun} see 

Следовательно, каждый член нашего ряда, начиная с т-- 1-го, 

меньше соответствующего члена геометрической прогрессии 

тг ии ..., 

которая сходится, так как г<1 (г как угодно мало отличается 
от р, а р< 1, значит, г можно выбрать < 1). Поэтому и данный 
ряд тоже сходится !. 

2. Если р>1, ряд расходится. В самом деле, как только п 
станет достаточно большим, будем иметь: 

й 
АИ о р— в, 

an ‘ 

1 При исследовании вопроса о сходимости ряда мы имеем право не обра- 
щать внимания на любое конечное число первых членов. В самом деле, срав- 
ним между собой два ряда: 

Uy ge ws ит -- ить: ЕР ить 8... 

Um+itUm+et .-- 

Докажем, что эти ряды или одновременно сходятся, или одновременно рас- 
ходятся. Действительно, если $„ есть сумма п первых членов первого ряда, 
а $„— сумма л первых членов второго ряда, то 

Sn = $п=т + Эт. 

Так как при неограниченном возрастании п величина 77 не меняется, то либо 
Ит 5„ существует, тогда существует и Нт $„’(и обратно), либо оба эти пре- 
дела одновременно не существуют. 

И
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как бы мало ни было в, значит a > 1, т.е. и. >, следова- 

тельно, члены ряда идут возрастая, т. е. не могут стремиться к нулю 
при неограниченном возрастании п, значит, ряд расходится (рис. 62). 

0 CLOGUMOCIINS 
——_—— = ow, / 

т   
-” —о — 

packojuaocme 

Puc. 62 

3. Если р=1, ряд может и сходиться и расходиться. Это 
легко видеть на следующих примерах. 

Рассмотрим для различных значений р ряд 

1 1 1 l 1 

l+get+yetat ++ РР... 
Отношение 

Ип+1 ПР 1 

th (п-- 02 — (1 +=) 
п 

  

поэтому 

lim ба jim —— 1 (0). 
n>co Un "> ( =) 1? 1 +- > 

Следовательно, при всяком р будет р=1. Но мы сейчас увидим, 
что при р=1 ряд расходится, а при р> 1 он сходится. В самом 
деле, если р==1, данный ряд обращается в гармонический, расхо- 
димость которого уже была доказана. Если р < 1, то члены данного 
ряда больше соответствующих членов гармонического ряда, значит, 
он расходится. 

Наконец, если р > 1, имеем: 

2 1 
ort or <3 7 top =o =r ОР» 

| \2 
Росии) ? 

1 \4 
at ... Нея ... Р-Р др = (рт) 

и т. д. Ряд 

  

ое (ре) Н (2) +... 
при р`> 1 представляет геометрическую прогрессию со знаменателем, 
меньшим единицы, и, следовательно, сходится. Но сумма первых
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членов данного ряда меньше соответствующей суммы для этой про- 
грессии, как показывают предыдущие неравенства, поэтому данный 
ряд сходится. 

Мы убедились, что в случае, когда р =1, признак Д’Аламбера 
не решает вопроса о сходимости ряда; здесь нужны более тонкие 
исследования, выходящие из рамок этого курса. 

Пример 1. Исследовать вопрос о сходимости ряда 

1 1 1 1 1 1 
Ра то Га. Ро Питт! 

Решенце. п-й член есть 

  

1 . 
1-2-3...(n—1)’ 
  

следовательно, 

° Un+t __ e 1 . 1 )= о 1 _ 

nto Un = lin (ase ET = jim т =0, 

  

  

поэтому, в силу случая 1, ряд сходится. Сумма его равна неперову числу е. 
Пример. 2. Исследовать ряд 

  

  

  

1 1.2 1.2.3 

To tor toe +... 
Pewenue. 

1-2-3...” 

in =“ 
поэтому 

‚1+1 _—_ 1 1.2... п(п--1).1.2.3...п\ и a+] 

im, Ln = jim ( 10? +1 ° 10" )= lim 10 = Oy 

и, в силу случая 2, расходится 1. 
Пример 3. Исследовать ряд 

1 1 1 

2 Р3.4 5.6 Г... 
Решение. 

tn = On — 1) on’ 
поэтому 9 Ne 

tim 2441 = jim 221) én 1.   

пух Ш пью @П-ЕП 1-5) — 

Признак Д’Аламбера ничего не дает. Но сходимость ряда можно дока- 
зать, заметив, что его члены меньше соответствующих членов ряда 

1 1 1 
Loe tp tet > 

а этот ряд сходится (см. пример в случае 3, полагая р ==2). 

1 Можно было бы убедиться в расходимости этого ряда, доказав, что и» 
не стремится к нулю с возрастанием п. Это имеет место тогда, когда при- 
знак Д’Аламбера указывает на расходимость.
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$ 70. Ряды с чередующимися знаками. Так называют ряды, 
в которых члены попеременно положительны и отрицательны; 
таков будет ряд 

“,— ty +-u,—a-+ ... +(— 1)" a, + ..., (u) 

если предполагать, что все числа Wy, Uy, ..-, Uy, ... Положительны. 
Признак Лейбница: 

если 
и > и. > из > ... >И, >... 

и 
Пт и, ==0, 
по 

то ряд (и) сходится, и его сумма Ах и. 
Доказательство. Рассмотрим сумму 5$.„ первых 2п членов 

ряда; ее можно написать в двух видах: 

Sq == (Uy — Uy) + (tg — 44) 4+ (45 — tg) - «- - Е (5-1 — Lan) 

So, == #1 — (#5 — #3) — (Ug — #5) — 22. — (bog g — Hon —1) — Lap: 

Каждая разность в скобках положительна (или равна нулю). 
Поэтому из первой строки мы видим, что 5., есть величина 

положительная (или равная нулю) и возрастает (не убывает) вместе 
с п; из второй строки видно, 4TO Sy, < a,. Положительные вели- 
чины Sy, возрастают с п, оставаясь все время меньше числа ий; 
значит, они стремятся к определенному пределу А, меньшему или 
равному #:. Равенство 

Son41 = Son + bons 

в котором й›„.. 1 стремится к нулю при неограниченном возрастании п, 
показывает, что и $,,., стремится к тому же пределу А; значит, 
данный ряд сходится и имеет А своей суммой (рис. 63). 

г Say ды 
3 №4 $ 

—— is hee 

Puc. 63 

Замечание. Если мы примем сумму А равной сумме п первых 
—1 членов ряда и, —и›--... + (—1)’``и„, то мы сделаем ошибку, 

абсолютная величина которой будет меньше и„.:, так как отброшен- 
ный нами ряд есть тоже знакочередующийся, и его первый член 

есть (— 1)" и„.1, а потому его сумма по абсолютной величине меньше 
или равна uw...



170 ‚ РЯДЫ Гл. м 
  

Пример. Исследовать ряд с чередующимися знаками 

1 1 1 

1-4... 
Рещение. Так как 

1>1 is >t, 773 eee n eee 

e e 1 

lin u, = lim — =0, 
пс ui-> co 

то ряд сходится. Если принять его сумму равной 

1 1 a-i ! 

Пия... (HD, 

1 
мы сделаем ошибку меньше, чем ПГ. 

$ 71. Абсолютная сходимость. Возьмем какой-нибудь ряд 

ии... На, ..., (1) 

члены которого суть действительные числа, могущие быть и поло- 
жительными, и отрицательными. Одновременно с рядом (1) рас- 
смотрим ряд 

ЕН Е ран... Ни, ---, (2) 

составленный из абсолютных величин членов данного ряда (1). 
Теорема. Если ряд (2) абсолютных величин сходится, тогда 

данный ряд (1) также должен быть сходящимся. 
Доказательство. Ряд (2) абсолютных величин есть ряд 

знакоположительный и, по условию, сходящийся. Обозначим его 
сумму через В. 

Сделаем, во-первых, следующее: заменим в данном ряде (1) 
все отрицательные члены нулями, оставив все положительные члены 
на их прежних местах. Мы получим некоторый новый ряд a ust 

+ BS 
и. ... и -=..., уже не имеющий отрицательных членов 

и заведомо сходящийся, ибо его члены не могут превосходить 
соответственные члены сходящегося ряда (2). 

Сделаем, в0-вторых, следующее: заменим в данном ряде (1) все 
положительные члены нулями, оставив все отрицательные члены 
на их прежних местах. Мы получим некоторый новый ряд и. Ни -- 

и... а - ..., состоящий только из отрицательных чле- 

нов и из нулей. Этот ряд заведомо сходится, ибо, переменив у всех 
его членов знаки на обратные, мы получзем ряд, не имеющий совсем 
отрицательных членов, причем его члены не могут превосходить 
соответственные члены сходящегося ряда (2).
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Теперь данный ряд (1) есть, очевидно, сумма обоих полученных 
сходящихся рядов, ибо имеем для любого целого п тождество 

ttt... a, = (aap... at) + (uf + af +... +47). 

И ‘так Kak обе переменные величины, написанные в скобках, 
по доказанному имеют конечные пределы, когда п -—> со, то суще- 
ствует и lim (4,-+-a,.-+ ... + 4,). A это означает, что данный 

n-> oo ‚ 

ряд (1) сходится. 
Эта теорема позволяет для широкого класса рядов свести вопрос 

об их сходимости к вопросу о сходимости ряда с положительными 
членами. В самом деле, заменив все члены ряда их абсолютными 
величинами, мы получим ряд с положительными членами; допустим, 
что, применив к нему один из признаков сходимости для рядов 
< положительными членами, мы доказали его сходимость; тогда и 
данный ряд сходится. 

Определение. Ряд называвтся абсолютно сходя- 
цимся, если. сходится ряд, составленный из абсолютных вели- 
чин всех его членов. 

Доказанная теорема говорит о том, что всякий абсолютно схо- 
дящийся ряд есть ряд сходящийся. Но не следует думать, что 
верно и обратное, ибо далеко не всякий сходящийся ряд является 
рядом абсолютно сходящимся. 

Например, знакочередующийся ряд 

1 1 1 1 1 
РБ er 

есть ряд сходящийся, согласно предыдущему параграфу, но ряд 

2эбсолютных величин 

На... ++... 

есть ряд гармонический и, следовательно, расходящийся. 
Такие ряды, которые сами сходятся, но имеют ряд абсо- 

лютных величин их членов расходящимся, называются не абсо- 
лютно сходящимися рядами. 

Эти ряды просто сходятся, без того, чтобы быть абсолютно 
сходящимися. Их называют иногда даже «условно сходящимися» 
рядами, называя абсолютно сходящиеся ряды «безусловно схоля- 
щимися». 

о Рядами не абсолютно сходящимися пользоваться можно, ибо они 
все же сходятся, но делать это следует с большей осторожностью, 
так как они обладают свойствами, совершенно непривычными для



172 РЯДЫ ri. ve 
  

обыкновенной суммы и кажущимися странными на первый взгляд. 
Так, 

в ряде не абсолютно сходящемся нельзя переставлять члены, 
так как от этого может измениться сумма всего ряда. 

Возьмем, например, знакочередующийся сходящийся ряд 

1 1 1 1 1 

А=Т 5-45. 
и переставим у него члены так, чтобы за всяким положительным его членом 
следовали два не написанные ранее ближайшие отрицательные члена: 

1 1 1 | 1 1 
ТЗ 6 et 

Ясно, что при такой перестановке членов ни один член первоначального: 
ряда не будет ни утрачен, ни написан по нескольку раз, но только по одному 
разу. 

Легко видеть, что сумма нового ряда будет равна лишь половине 

прежней, т. е. 7° 

Для этого достаточно каждый его положительный член сложить с непо- 
средственно следующим за ним отрицательным. 

Это нам дает: 

1 1 1 1 

9468г... 

или, после выноса общего множителя i имеем: 
2 

1 1 1 1 А 

s(i-gtg-qt Jao   

Этот факт, кажущийся сначала очень странным, удивляет меньше, 
если мы обратим внимание на то, что в каждом не абсолютно схо- 
дящемся ряде сумма положительных членов всегда равна -} oo, 
а сумма отрицательных членов всегда равна — се. Таким образом, 
переставляя надлежащим образом его члены, легко добиться, чтобы 
суммой переставленного ряда явилось какое угодно заранее заданное 
число. Нужно помнить, что отыскание суммы А не абсолютно схо- 
дящегося ряда ии --... + a"-+ ... есть отыскание пре- 
дела lim S,, rae S,==4,-+4,-+ ... +4,, T. @. 3TO OTHICKaHHe 

n->+00 

есть всегда раскрытие неопределенности вида со — со. 
Ничего подобного нет в абсолютно сходящихся рядах: их члены 

можно переставлять как угодно, не боясь, что от этого ряд изменит 
свою сумму или перестанет быть сходящимся. В этом отношении 
абсолютно сходящиеся ряды сильно напоминают конечные суммы, 
слагаемые которых можно брать в каком угодно порядке. 

Для доказательства возьмем сначала какой-нибудь сходящийся 
ряд и! + и.- ... Ни - ... с положительными членами и обозначим его
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сумму , через А. Переставим как-нибудь его члены и обозначим через 
= * [r} « - 

и -и.- ... +и,-- ... полученный новый ряд. Во-первых, он будет 
6 5* 5* __ at + * 

сходящимся, ибо сумма 5, его первых п членов, Sn = Wy Fy ... и, 

всегда меньше, чем А. В самом деле, члены и, и..., и» при фикси- 

рованном п, должны встретиться в сумме $ = -- из... - ит, когда т 
* 

достаточно велико; значит, мы должны иметь 5, < 5. < А (рис. 64). Таким 
* , 

образом, S, Сс возрастанием знака п увеличивается, но остается всегда 
. * 

меньше, чем А. Отеюда следует, что Ит $, существует; обозначим его че- 

рез 4*. Во-вторых, из сказанного видно, что сумма А* переставленного 

7, я А 
a ya ay a. А 
т _ > т нии» 

ини 

Рис. 64 

ряда никогда не больше суммы А первоначального ряда, т. е. А* = A. Ho 
так как первоначальный ряд можно в свою очередь рассматривать как пере- 

< * * * 
ставленный ряд и, -|- и. -- ... --и,-- ..., то имеем обратное неравенство: 
А = А*. Отсюда и следует, что имеем точное равенство: А == А* и, значит, 
знакоположительный сходящийся ряд не изменяет своей суммы от пере- 
становки его членов. 

Если теперь данный ряд ш--и.--... и, ... имеет и положитель- 
ные, и отрицательные члены, но при этом сходится абсолютно, то его надо 
рассматривать как разность двух частных знакоположительных сходя- 
щихся рядов. А так как, по доказанному, можно переставлять их члены как 
угодно, не утрачивая ни их сходимости, ни их прежней суммы, то отсюда 
следует, что у всякого абсолютно сходящегося ряда можно изменять 
порядок его членов, причем этот ряд не утрачивает ни своей сходимости, 
ни величины своей суммы. Ч. т. Д. 

$ 72. Интегральный признак Коши. Для рядов с положитель- 
ными членами 

ии... Ни, ... (1) 
имеется еще один признак распознавания сходимости и расходимости, 
но требующий для этого, чтобы члены ряда монотонно убывали 
OO нуля, т. е. чтобы имели: 

11 22 И. >= Из... 21,2... и lim a, =0. (2) 
A>t+oo . 

Мы уже знаем, что общий член и, ряда есть функция значка п, 
т. е. 

u,=9(n), (3) 
где. строго говоря, буква п пробегает только по целым 
положительным числам 1, 2, 3, 4,... Но в большинстве 

случаев функция Ф(п) дается как функция непрерывно изменяюще- 
гося аргумента п, и когда члены и, ряда монотонно убывают 
до нуля, тогда производящая их функция 

u = 9 (n) (4)
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есть непрерывная монотонно убывающая д0 нуля функция при 
непрерывном возрастании независимого переменного п д0 беско- 
нечности, т. е. 

o(n)—>0O при п». 

Геометрически это означает, что уравнение й& —=(п) изображается 
непрерывной линией, текущей, начиная с некоторого Ё, над осью ОМ 

и монотонно спускающейся к этой оси, как своей асимптоте (рис. 65). 

U- 008 

  

  
o K kel Ke? А ось 

Рис. 65 

    
Ясно, что площадь фигуры, ограниченной осью ОМ, кривой ий = (п) 

и ординатой, восставленной в точке п==А, равна определенному 
интегралу 

+ с 

f ф (п) ап. 

Ё 

Ясно, что эта площадь Меньше суммы площадей выступающих 
наружу прямоугольников, имеющих нижними основаниями |, а высо- 
тами Uy, И’, Ио... И больше суммы площадей внутренних 
прямоугольников, имеющих точно так же нижними основаниями 1, 
а высотами И, 1, Upso, Upag, --- 

Это означает, что мы имеем неравенство: 

+00 

UpsytUpiot ..- <f o(n)dn<u,tnjit... (5) 
Е 

Из этого неравенства следует, что рассматриваемый ряд (1) 
сходится тогда и только тогда, когда определенный инте- 

+00 . 

грал [ ф(п)@п имеет конечную величину.
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Этот признак носит название интегрального признака 
Коши, и его применение подчинено следующему правилу. 

Первый шаг. Имея убывающий знакоположительный ряд 
ини. ...и „= ..., найти монотонно убывающую не- 
прерывную ф ункцию $(п), производящую члены ряда, т. е. 
такую, что й„, =ф(п). 

. 
+со 

Второй шаг. Вычислить определенный интеграл f ф (п) ап. 

k 
Если он равен -со, ряд расходится; если он имеет конеч- 
ную величину, ряд сходится. 

Интегральный признак Коши дает возможность моментально рас- 
познать сходимость и расхедимость громадного числа очень важных 
знакоположительных рядов, и в этом отношении имеет чрезвычайную 
ценность. 

Пример 1. Установить расходимость гармонического ряда 

1 1 1 
Trot ое тит ооо 

№ { 

Рещение. Имеем [ a == [In п] = шп М—Ш В = а x. Когда N-> + oo, 
ь ` 

оо 

тогда шп a —> -- со. Значит, | a = -- со. Ряд расходится. 

Пример 2. Исследовать ряд pt ¥ т. es ++ . 
n 

dn п-Р+1 Решение. Имеем ] —— = ] пап =— + С. 
ПР —otl1 

Значит, 
М 

an 1 2], АТ [wi-? 21-7], 
nP = 1—р 

где предполагается, что показатель степени р есть положительное число, 
° со 

e 

5 ап . 
отличное от 1. Если р < 1, ясно, что | > = --со. Ряд расходится. Если 

п. 

р>1, ясно, что ‚ 

  

  

+00 

an 1 1 
—_ Seo Ri-P = < oo 

nP l—p р—1 2 + 

Ряд сходится. 

1. 2 1 
Пример 3. Исследовать ряд ... ——— oe 

р р р iin? 1 К Эвра № тира *
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1-р 
Решение. Вычисляем f an f dinn _ ins -- С. Значит, 

y nin? n In? n l—p 
+00 

| т 1 Па -Р № — 111 -Р #]. Если р > 1, ясно, что f an 
/ nin’? n 1—р : nin? n 

== | НИР + оо, т. 6. ряд сходится. Если р<1, ясно, что 

+00 
N 

[ an == -- со, т. е. ряд расходится. Если p=1, Torna [ an = 
Jon In?n ninn 

N N 

= | an == [In In ny. Значит, при № -> {- со, имеем ] и +> -+ оо. 

+00 
R 

an 
Итак, f та = - со, т. е. ряд расходится. . 

$ 73. Действия над рядами. Какой-нибудь сходящийся ряд 
ии... и,-| ... часто обозначают более коротким спо- 

co 

собом, а именно У и,, т. е. выписывают его общий член и, под 
n=1 

со 

знаком полной суммы У, где указано, что значок п пробегает все 

n=l 

yucaa 1, 2, 3, 4,... о 

Сложение и вычитание рядов. Если ряды А= Уи, 
n=1 

со со о 
и В= №9, сходятся, тогда будет сходящимся и ряд (4, £4,), 

n=l , n= 

полученный сложением пли вычитанием их соответственных 
членов, причем его сумма равна AX B. 

Доказательство. По предположению, мы имеем: 

А=: Чи (ии... +4) и В= Ш (оо... +4,). 
п +0 п +0 

Отсюда, складывая или вычитая, имеем: 

At B=: iim [((@,£0)+ (a, Е о)... + (4, £ 9,)]. 
п со 

00 . 

А это выражает, что ряд »(и,-9,) есть сходящийся и что 
П=1 , 

его сумма равна А = В. 
со oo 

Умножение рядов. Если ряды А= Уи, и B=)», суть 
n=1 П=1 

со 

абсолютно сходящиеся, 10гда полный ряд Жи, со- 
р, 9=1
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ставленный из всех парных произведений членов первого ряда 

на члены второго ряда, расположенных в любом порядке, есть 
также абсолютно сходящийся, причем его сумма равна АВ. 

Доказательство. Обозначим через У #9. сумму первых 
N 

© 

№ членов полного ряда tee 'и через наивысшую величину 
9 = 

значков р и 4, имеющихся в сумме Хи. Ясно, что имеем: 
К 

k k 

uv и, |. 9. |. Зита! < Жир чи 

И тем более, будем иметь неравенство: 

> [49| <2 uy | и |. 

Cc 

Это неравенство показывает, что полный ряд >) и. есть 
р, 4=1 q 

абсолютно сходящийся. 
са 

Легко доказать, что сумма полного ряда >; и›9. равна произ- 
р, g=1 

ведению АВ. Действительно, так как полный ряд есть, по доказан- 
ному, абсолютно сходящийся, его члены можно располагать в любом 
порядке. Обозначим через А, сумму первых п членов первого ряда, 
A, = 4,+u4.+ ... | щ,, и через В„ сумму первых п членов вто- 
рого ряда, В, =9- 9. ... {9,. Располагаем теперь члены 

co 

полного ряда > LAU В следующем порядке: сначала единственный 

р› 9=1 

член произведения 4,В,, потом к нему присоединяются 3 недостаю- 
щие члена произведения А.В., потом к ним присоединяем недостаю- 
щих 5 членов произведения А.В. и т. д. Вообще, имея написанными 
все члены произведения А„В„, мы затем к ним присоединяем все 
члены произведения A,,,8,,,; ит. д. Когда мы таким образом на- 

со 

пишем полный ряд У #50, тогда делается ясным, что его сумма 
р, 4=1 

есть предел произведения А,В„, т. е. равна АВ. Ч. т. д. 
Из доказанного следует еще раз, что с абсолютно сходящимися 

рядами ши... и... и «о-... 9%... 
позволено обращаться как с обыкновенными конечными суммами, 
а именно: перемножать их члены и располагать получающиеся 
парные произведения в любом порядке, лишь бы при этом ни одно 

12 Интегральное исчисление
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парное произведение и„у, не было, по невнимательности, пропущено 
или повторено дважды. 

Чтобы избежать таких ошибок, обычно располагают члены пол- 

ного ряда У 19, В следующем порядке: называют весом парного 
р» 9=1 

произведения и, сумму р--4 значков р и 4. Тогда все члены 
полного ряда, имеющие вес N-+-1, выпишутся в виде: - 

119 п» вт, 39-2, оооф #91. 

Поэтому, если обозначить их сумму через W,4, 

Op 1 = LV, #59, #39, ... Ни, (6) 

со 

то полный ряд > UU 
р, gai 

q пишется очень просто: 

У U0, = We + W3+Wy-+ «6. +W,+ . 
р, 4=1 

Таким образом, мы приходим к предложению: 
если оба ряда A==u,-+-4,+...+4,+...4 B=4v,+7+... 

. о,-= ... суть абсолютно сходящиеся, тогда ряд 

У, и, -- ... НН 1191) 

есть также абсолютно сходящийся и имеет суммой произве- 

дение АВ. 

Примеча и! ие. Для г просто сходящихся рядов теорема эта уже не верна, 

ибо когда ряды У ни У оз суть сходящиеся, но не абсолютно сходящиеся, 
n=l n=l 

Co 

тогда ряд 1 (и101-Низон-1- ... -- 401) может расходиться. Например, про- 
a=l 

  

— jy — ] 

изведение двух сходящихся знакочередующихся рядов у (— 1) ny oS (—1) 
Уп У. 

Axi ual 

©о 

дает расходящийся ряд У #„, ибо ш„, определенное равенством (6), не мо- 
n=2 

жет стремиться к нулю, когда п -> -{ с®.
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$ 74. Остаток ряда. Возьмем какой-нибудь сходящийся ряд 

A= uU,-+ 4,-+-u3;+- ... +4a,+... (1) 

Если мы отбросим у него первые п членов, то получим новый 
сходящийся ряд ии --и, 8: ..., сумма которого обозна- 
чается буквой А, и называется остатком данною сходящегося 
ряда (1): 

Киа НИ з-Н ... (2) 

Так как сумма первых 2 членов ряда (1) обозначается буквой $„: 

А (3) 
то при всяком п мы имеем равенство 

А=5,-^А,. (4) 

А так как мы знаем, что Им 5,=А, то из равенства (4) сле- 
вс 

дует, что 

lim R,=0. 
nR->-+00 

Словесно это прочитывается так: 
остаток К, всякого сходящегося ряда стремится к нулю, 

когда его номер п стремится к бесконечности. 
Чем меньше остаток А„, тем точнее получают сумму А ряда, 

если его берут не весь, но останавливают на п-м члене ц,, и, 
значит, тем выше будет полученное приближение. 

Расходящиеся же ряды не имеют ни суммы, ни 
остатка. 

$ 75. Общий обзор. Все сказанное о численных рядах можно 
резюмировать следующим образом. 

Г. Когда задан какой-нибудь численный ряд и! -|-и.--...-Ни,-..., 
нужно прежде всего посмотреть, стремится ли его общий член и 
к нулю, когда значок п безгранично увеличивается: если мы не имеем 
равенства Нм и, ==0, ряд расходится и его надо оставить. 

п> + с 

П. Если же имеем Шт и, ==0, тогда надо посмотреть, не есть 
п +0 

ли это знакочередующийся ряд и не убывают ли по абсолютной 
величине его члены: если эти условия для данного ряда соблюдены, 
тогда ряд сходится, и его сумма А заключена между $. и 5,1 
для всякого п. 

Ш. Если данный ряд не оказывается знакочередующимся и моно- 
TOHHO убывающим, тогда нужно посмотреть, не будет ли он 

12*
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абсолютно сходящимся, и для этого надо отыскать предел 

lim Lax! =p. Ecaup <1, pam a6comotHo сходится, еслир > 1, 
пс | Ив | 

ряд расходится; если р=1, ряд еще не раскрыл своей природы, 
ибо он может оказаться и сходящимся и расходящимся. 

У. В случае, когда р=1 и когда |и„| монотонно убывает 
до нуля, надо попробовать применить интегральный признак Кощи. 
Для этого берут производящую монотонную функцию ф(п), такую, 

+00 

что |и„|=$(п), и вычисляют определенный интеграл Г ф (п) ап. 

k 
Если он равен конечной величине, данный ряд есть абсолютно 
сходящийся. Если интеграл равен -- со, а данный ряд есть знако- 
постоянный, тогда он расходится. Если же он содержит и поло- 
жительные, и отрицательные члены, он еще может быть сходящимся, 
но уже не абсолютно. 

ЗАДАЧИ 

Применив признак Д’Аламбера, показать, что нижеследующие ряды 
сходятся: 

1 2 3 4 1 1 
1. x boe tog tot ... 4. эт ... 

  

    

1 1-3, 16365 2 2-5, 2-5-8, 2-5-8-11 
2—steetgegts: & ptretrpetreopt 

1,4,9 1 1 1 
8%. gtgotyt +. 6& Tosti treat 
Путем сравнения рядов показать сходимость нижеследующих рядов. 

Показать также, что признак Д’Аламбера для первых двух рядов неприменим. 

    

1 1 1 
7. 1 — = ... 

т уз Туз ТУ" 

Указание. Сравнить с рядом 

1 1 
ар р + ose 

4 1 1 
8. 1.2 12.8 13.4 Г." 
Указание. 

1 1 1 

ао = ал Са. 

+++ 
Указание. 

и = (зязг) < (3) -
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Показать, что нижеследующие ряды расходятся. 

1 1 1 

Указание. 

1 1 1 1 1 1 
>На 6 + ооо == (1 РУз ...)- 

1.2 1.2.3 1.2.3.4 
11. “0 -- 103 + 103 --... 

Указание. Применить признак Д’Аламбера. 

142 143, 144 1+ spet+ipetipeat 

Указание. 

  

1-- п 1-- п 1 
1-8 Ти = Ти. 

1, Qo o4 

14, 2-Е + ee 

Указание. 

  

11 1 
ul, = a =t4 >a 

Выяснить, какие из нижеследующих рядов сходятся абсолютно и какие 
не абсолютно: 

15. ини... 
1 1 

Сходится абсолютно, так как |и„| = Oi) < =. 

  

  

    

16. отв ом 

г. тт = m3 + tad = 

1 1 

т. Va Ve 
me 4 sin 2a + oo 

Сходится абсолютно, так как ja, { = el т. 

1 20. 1+ +... 

›.1—(2)+6)- (9+. 
Указание. См. задачу 9.
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Функциональные ряды 

$ 76. Ряды функций. До сих пор мы изучали численные ряды 
ии --... и -..., т. е. имевшие своими членами числа. 
Теперь мы приступаем к изучению рядов 

и: (х)-- и. (х)--... Ни (<х-..., (1) 

члены которых являются функциями независимого переменного х. 
Когда х получает определенное численное значение, тогда функцио- 
нальный ряд (1) становится численным рядом и тогда к нему ста- 
новится применимым все, что было сказано выше о численных 
рядах. 

Если при каком-нибудь численном значении ху функциональ- 
ный ряд (1) расходится, тогда такое численное значение хъь нужно 
отбросить, ибо расходящиеся ряды вообще не служат ни к чему. 
“Таким. образом, имея функциональный ряд (1), надо сохранить 
только те численные значения х, при которых ряд (1) сходится. 
“Совокупность всех таких численных значений х, при которых ряд (1) 
сходится, называется областью сходимости ряда. 

Если х находится в области сходимости ряда, ряд сходится и 
имеет вполне определенную сумму, которая очевидно будет зависеть 
от х и, значит, является функцией независимого переменного х. 
Обозначив эту сумму через /(х), мы имеем равенство 

f(x) == my (x) ay (%) Fe. На, ..., (2) 

справедливое лишь в области сходимости функционального ряда (1). 
Вне этой области равенство (2) не существует, ибо функциональный 
ряд там расходится, если бы даже там. функция /(х) и существо- 
вала. В области же сходимости равенство (2) законно и называется 
‚разложением функций }(х) в ряд функций и! (х), и>(х), ... 
..., Ив (Х), oe 

Пример. Геометрическая прогрессия 1 -- х--х?-|- ...х"--... сходится 
в промежутке (—1, -- 1) и расходится всюду вне его. Областью сходимости 
здесь поэтому является промежуток (—1, 1) и в ней сумма ряда равна 

функции |— =, ТАК 910 в промежутке (—1, +1) можно писать: 

Hl pet path x 

  

1 
[iy Продолжает существовать, 

но ряд перестает существовать, ибо делается расходящимся Ряд расходится 
‚даже в обеих граничных точках х = Ти х= —1 промежутка (—1, +1). 
Поэтому не отрезок [—1, --1] является областью сходимости, но только 

Вне промежутка (—1, +1) функция
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  промежуток (—1, +1). В этом промежутке функция разложена в ряд. 
1—х 

степеней 1, х. хз, хз... 

$ 77. Равномерная сходимость. Рассмотрим какой-нибудь функ- 
циональный ряд 

и (хи ... Ни, (®- ..., (1) 
который мы предположим сходящимся в каждой точке х некото- 
рого отрезка [а, 6]. Ряд (1) может оказаться сходящимся где-нибуль 
еще и вне этого отрезка, но такие точки мы сейчас не берем во’ 
внимание. 

Из того, что ряд (1) сходится в`каждой точке х отрезка fa, 8], 
следует, что он имеет в точке х определенную сумму /(х): 

\ 
г 

f(x) = a(x) + (xX)... ba, (x)... (2) 
Если мы через $„(х) обозначим сумму п первых членов нашего. 

ряда и через R, (x) его остаток, то имеем: 

Зв (х) = 4, (%) 4+ 4,(x)-+ ... +4, (x), 

Ка (х) == ии (X) + gg e(%) из (Х)- ..., 

причем всегда 

f(x) =S, (x)-+ R, (x). (3). 
Так как ряд (1) предположен сходящимся в каждой точке х 

отрезка [а, 6], то остаток Ю„(х) обязан стремиться к нулю, когда п 
безгранично возрастает, т. е. имеем: 

lim А, (х)==0. (4) 
n> +0 

Это обозначает, что последовательность абсолютных величин 

остатков 

|; (|, | К (х)|, | (С), „.., [В (х)|, ... (5) 

ведет себя так, что для всякого наперед заданного положитель- 
ного е имеется такая грань М (зависящая от ев), начиная с ко- 
торой все члены последовательности (5) меньше. чем в, т. е. 
имеем: 

[R,(x)| <e, (6). 

лишь только значок п остатка сделается > №. 
Здесь мы должны быть очень осторожны и должны принять. 

во внимание, что хотя неравенство (6) и имеет место в каждой 
точке х отрезка [а, 6], однако при этом точка х предполагается 
фиксированной, т. е. уже выбранной для исследования, и что
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для нее и только для нее речь идет об ее грани №. Если же мы 
будем менять точки х, беря из отрезка [а, 6] то одни, то другие, 
тогда будет, вообще, изменяться и их грань №, ибо она зависит от 
точки х. Для одних точек х отрезка [а, 6] неравенство (6) наступает 
раньше, а для других точек х оно может наступать много позже, 
так что здесь, вообще, никакого однообразия (равномерности) может 
и не оказаться. Поэтому грань Л для точки х следует обозначать 
через №,„, ибо она зависит от х. 

Так происходит в общем случае сходящихся функциональ- 
ных рядов (1). Но в некоторых частных случаях наблюдается 
независимость грани №, от местонахождения точки х на от- 
‚резке [а, 6]. В этих случаях можно указанную грань обозначать 
просто одной буквой №, не проставляя внизу ее указателя х, ибо 
он делается в этих случаях ненужным потому, что остаток Ю, (х) 
с одинаковой скоростью для всех точек х отрезка устремляется 
к нулю. Такие функциональные ряды (1) называются равномерно 
(т. е. однообразно) сходящимися. 

Таким образом, мы приходим к следующему определению. 
Определение. Функциональный ряд 

Uy (X) uy (x) oe. tg (x) oe, 
сходящийся всюду на отрезке [а, 6], называется равномерно 
сходящимся на нем, если неравенство |Ю,„(х)| «в будет 
‚соблюдено сразу для всех точек х отрезка, лишь только зна- 
чок п остатка превысит грань №, п М, зависящую от в. 

Пример равномерно сходя‘щегося ряда. Геометрическая 
прогрессия 1+ х--х?--... + +74 ... равномерно сходится на отрезке 
[-а, + а], где а— положительное число, меньшее единицы. 

Доказательство. Прогрессия гхи ... НМ... схо- 

дится на промежутке (—1, -Е1) и имеет суммой 1—; вне этого проме- 

жутка она расходится. Имеем: $1 (х) = 1+ х-- м --... + х" "Ти В, (Хх) = 
п ft Xx Xx 

me tt te ML et ty =. Так как >—~ 

возрастает по мере увеличения х и приближения его к 1, то имеем для 
всех точек х отрезка [—а, {+ 4], где 0 < а < 1, неравенство: 

xh ай 

—— | ==. [Ки (х)| = 

  

Ho так как а”->0, когда п безгранично возрастает, ибо 4 < 1, то для 
R 

всякого = имеется такая грань Л, за которой 

  

—а <*. Поэтому мы бу- 

дем иметь 
| В» (х)| < 

сразу для всех точек отрезка [—а, -- а], лишь только п превысит грань М. 
А это и есть равномерная сходимость.
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Пример ряда неравномерно сходящегося. Берем функ- 
циональный ряд и! (х) -|- из (х)-- ... ии (х)-- ..., где функция у = ил (х) 
изображена на рисунке 66. Здесь видно, что эта функция изображается 
боковыми сторонами равнобедренного треугольника, имеющего основанием 

отрезок [о =|. а высотой 1. Вне же от- у 

резка g т мы имеем и„(х)=0. Ясно, 

что и„(х) есть неотрицательная функция, 
непрерывная везде. Ясно далее, что ряд 
и1 (х)- из (х)--... Киа (х)- ... cxo- | 
дится всюду на основном отрезке [0, 1], | 

° ибо в начале х —=0 все члены ряда равны (у 
нулю, а вне начала, т. е. для x положи- | 

| 
| 

  
  

тельного и фиксированного, имеется та- 

1 X кое №, что х окажется вне отрезка 10, = 0 7 ' 

для п > М и, значит, будем иметь тогда | a 
O = Ug (*) = ип+1 (Х) = ила (х) = ... По- Puc. 66 
этому ряд абсолютно сходится в любой ue. 
точке х основного отрезка [0, 1]. 20 его 
сходимость не есть равномерная, ибо всякий остаток ил (х)-- ип 1 (х) -- 

-+- ип (х)-- ... имеет точки, где он больше 1, например точку *= 37> 

где и„(х) =1, а остальные члены остатка неотрицательны. 

$ 78. Признак для равномерной сходимости. Ввиду большой 
важности равномерной сходимости, необходимо дать признак для рас- 
познания равномерной сходимости заданного функционального ряда. 

Теорема. Если все члены функционального ряда и (х)-- 
+ n(x) + 1... + u, (x)... на отрезке [а,6] по абсолютной ве- 
личине меньше соответственных членов некоторого сходящегося 
знакоположительного численного ряда аа. +... а--..., 
то функциональный ряд на этом отрезке равномерно сходится. 

Доказательство. Пусть численный ряд с положительными 
членами @-а.--... Ка,-- ... сходится, и пусть на отрезке 
[а, 6] имеем неравенства 

| 2, (x)|<a,, (1) 

справедливые для всякого п и во всех точках х этого отрезка. 
Из неравенства (1) прежде всего следует, что функциональный ряд. 

Uy (x) и. (ху... Ни, (х)- ... (2) 

есть абсолютно сходящийся во всякой точке х отрезка [a, 6]. 
Далее, обозначая через 7, остаток а... а... ... нашего. 

сходящегося знакоположительного ряда 

Q,ta,+ ... +a,+..., (3)
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мы видим, что Шп г, ==0. Отсюда для заданного з имеется грань №, 
по 

такая, что г, «з для п > М. 
И так как очевидно, что 

|R, (+) | = | 21 (%) + Uy ge (x) + ...| = 

—| #1 (х)|- [#2 (х)|- ... Cay: faye ... <, 

если п `> №, то имеем: 
|R,(x)|<Ce Ha Bcem отрезке [а, В] для каждого п > М. А это 

и есть равномерная сходимость функционального ряда (2) на 
отрезке fa, bj. = Ч. Т. д. 

Для удобства формулировки этого признака равномерной сходи- 
мости обычно пользуются такой терминологией; 

функциональный ряд и (х-и,(х)- „... называется пра- 
в ильно сходящимся на отрезке [а, В], если его члены по 
абсолютной величине соответственно меньше членов сходяще- 
гося знакоположительного ряда а-на›--..., называемого 
‘мажорантой данного функционального ряда. 

Эта терминология позволяет теперь сказать: 
всякий правильно сходящийся на отрезке [а, 6] функциональ- 

ный ряд есть равномерно сходящийся на этом отрезке. 
Найденный признак равномерной сходимости есть лишь признак 

достаточный, но необходимости он не представляет. 
$ 79. Свойства равномерно сходящихся рядов. Свойство I. 

Сумма 1(х) равномерно сходящегося на отрезке [а, 6] ряда 
и (хи (хх)... +4, (x)+ ... непрерывных функций есть 
непрерывная функция. 

Доказательство. Пусть каждая функция и„(х) непрерывна 
на отрезке [а, 6], а ряд и, (х)-- и. (х)-+- ... сходится на нем равно- 
мерно. Это означает, что для в имеется такой значок п, что всюду 

на отрезке [а, 6] справедливо неравенство |Ю,(х)| <т. С другой 

стороны, при данном п сумма $5, (х) =. (хи (х-... +4,(x) 
есть, очевидно, непрерывная на [а, 6] функция. Это означает, что имеем 

неравенство | $, (х”) — 5, (х”)| < ~, лишь только |x” —x’| <9. 

Tak Kak А (х)=5„(х)- ЮВ, (х), то имеем: 1(х”) == 5,(х”)- В, (х") 
и /(х”) =5,(х)-Н А, (х). 'Вычитая эти равенства, находим: 

ло — Ло = 5, (м) — 5, (НЕ, (х”)— В, (х). 
Отсюда 

[ — [== [$ (9) — $, (*”|-Н [Ви |1, («| < 

< stats <8, ecu TombKo |x” —x’| < 4. 

А это и доказывает непрерывность cyMMbI f(x). ч. т. д.
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Примечание. Если ряд непрерывных функций сходится, но неравно- 
мерно, его сумма может оказаться разрывной функцией. В последнем примере 
$ 77 указан ряд положительных непрерывных функций и! (х) -|- из (х)-- ..., 
сходящийся всюду на отрезке [0, 1], но имеющий суммой разрывную функ- 

цию f(x), ибо имеем /(0) =би/ (=) > 1 при всяком натуральном л. 

Геометрическое изображение равномерной сходи- 
мости ряда функций. На рисунке 67 изображена пунктиром кривая 
у = 1(х). Когда ее сначала поднимают вверх на г и потом опускают вниз. 
на в, тогда получают криволинейную полоску, ограниченную сверху кривой 
у = 1 (5х) -- в, а снизу кривой у == 7(х) — в. Так как для г имеется такая грань М, 

у у 

9 | 

  

          

  

  
Рис. 67 Рис. 68 

зависящая от в, начиная с которой имеем | А, (Хх) | < в, когда п > М, то это 
означает, что имеем неравенство 

IF (4) — 5 (*)| < в (1) 

для всех точек отрезка [а. 8], когда п >= №. Геометрически это означает, 
что допредельная кривая х = $„(х) будет всеми своими точками протекать 
внутри указанной плоскости, когда п == №. Поэтому кривую у =: 5, (х) сле- 
дует рассматривать как приближение окончательной, т. е. предельной кри- 
ВОЙ у == (Хх), причем это приближение тем будет лучше и, значит, погреш- 
ность тем будет меньше, чем меньше будет с. 

Неравенство (1) очень походит на те неравенства, которыми мы опре- 
деляли в главе У пределы переменных величин. Только там пределом было. 
число, а здесь пределом является функция 1 (х). Там приближающейся была 
переменная величина, а здесь приближающейся является изменяющаяся до- 
предельная функция $5, (х). Там переменная величина изображалась движу- 
щейся точкой, с течением времени попадающей в промежуток, окружающий 
предел, и навсегда впредь в нем остающейся. Здесь изменяющаяся допре- 
дельная функция 5„(х) изображается движущейся кривой у == 5 (х), с тече- 
нием времени попадающей в указанную полоску, окружающую неподвижную. 
предельную ‘кривую у == 1(х), и навсегда впредь в ней остающейся. 

Если ряд и: (х)-|- из (х)-- ... сходится, но неравномерно, и имеет сум- 
мой функцию Л(х), то, когда мы начертим кривую у =. 0 и полоску ши- 
рины 2 около нее, тогда приближенная кривая у=5,„(х) уже не может, 
начиная с некоторого момента, целиком укладываться в этой полоске, когда в 

’ достаточно мало, но должна для бесконечно многих п частично выходить.
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из нее, образуя выступающий из полоски гребень (рис. 68). Когда значок п 
безгранично увеличивается, гребень этот совсем исчезнуть не может, но лишь 
сдвигается вправо или влево, ибо для всякой фиксированной точки хо отрезка 
(а, х| остаток R,(x) все же обязан стремиться к нулю, lim R, (xp) = 0. 

п со 

Значит, мы обязаны иметь |1 (хо) — $„ (хо) [| < для п достаточно большого. 
Но это не означает уничтожение гребня, но только уход его с абсциссы м 
на другие абсциссы. Таким образом, неравномерная сходимость есть «фено- 
мен движущейся волны». 

Свойство Н. Равномерно сходящийся ряд непрерывных 
функций можно интегрировать почленно. 

Доказательство. Если ряд Ш, (х) Ни. (ху... и (< 
-- ..., составленный из непрерывных функций, равномерно схо- 
дится на отрезке [а, 6], его сумма Г(х), как мы доказали выше, есть 
непрерывная на этом отрезке функция. Мы имеем: /(х)=5,(х)+Ю„(х), 
где S, (x)= 4,(x)-+- w(x) + ... +4,(x), a R(x) есть остаток. 
Этот остаток есть непрерывная функция, ибо она есть разность двух 
непрерывных функций /(х) и $5,„(х). Интегрируя предыдущее равен- 
ство, причем переменное интегрирования мы обозначаем буквой Ё, 
имеем: 

fro a= s, (t) a+ f Ry Oat, (1) 

В силу равномерной сходимости первоначального ряда, имеем: 
|R,(é)|<e¢ для всех точек # отрезка [а, 6], когда значок п пре- 
взойдет некоторую грань №. Следовательно, для п > М, имеем: 

Ге а <f|R, lat <e [dt <e-(b—a). (2) 

Так как число в произвольно мало, когда грань М достаточно’ 
велика, то отсюда следует, что 

х 

lim ГА, (6) =0 (3) 
х oO + 

для любого х на отрезке [а, 6]. Поэтому мы имеем: 

f f()dt= lim [5,0 4. (4) 
a +52 | | 

И так как 

4 

[s,Qa=f uoaet f uat+ ... + [ша (5) 
a
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то из равенства (4) следует, что ряд 

x & x 

fa@att fae dt+-... + fa, (@)dt+ eee (6) 
a a a 

. Хх 

есть сходящийся и имеет суммой интеграл f У) Е. 

a 
& x 

Так как остаток ряда (6) есть АО, ае-- [и (f)dt+-..., 

a& a 

& 

т. е. по доказанному [ Ю„ (6) 4Ё, то, в силу неравенства (2), ряд (6) 

a 

есть равномерно сходящийся на [а, 6]. 
Таким образом, мы получили предложение: если ряд непрерыв- 

ных функций 

Ах) == (хи (ху... и, (х- ... 

есть равномерно сходящийся на отрезке [а, 6], тогда 
имеем право его интегрировать почленно, т.е. напи- 
сать: 

Гуах- [шакч [щаж+ ... 4 fa,ae+ cee 

причем проинтегрированный почленно ряд будет заведомо рав- 
номерно сходящимся на отрезке [а, 6]. 

Полагая, в частности, х =6, мы имеем: 

b 6 ь ь 

[fenax= fi aydet fu(eaxt ... + fa ax+... 1 

Ч. T. A. 

Примечание. Если функциональный pan wy (x) + из (х)-- ... нерав- 
номерно сходится на отрезке [а, 8], то, хотя бы члены его и„(х) и были все 
непрерывными функциями на [а, 5] и хотя бы его сумма Г(х) была 
тоже непрерывной функцией, его, вообще, уже нельзя интегрировать 
почленно, ибо ряд (Т) может быть и расходящимся, или, если он и схо- 

дится, его сумма может оказаться уже неравной интегралу Г Л (х) ах. 

a 

Свойство Ш. Если все члены сходящегося pada f(x) == 
==и.(х)-- и, (х)-- ... имеют непрерывные производные и (х), 
u(x)... Ha отрезке [а, 6] и если ряд и! (хи (х)- ..., со- 

ставленный из этих производных, равномерно сходится
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на [а, 6], тогда данный ряд можно дифференцировать почленно, 
т.е. имеем право писать }’(х) == и. (х)-- и, (х)--... 

Доказательство. Это предложение сводится на предыдущее. 
Действительно, обозначая через ф(х) сумму равномерно сходящегося 
ряда и’ (x) + ay (x)-- ... непрерывных функций, p(x) == ui (x)-+ 

- и. < ...., МЫ ПО  оказанному имеем право интегрировать его 
‘почленно и писать: 

Гефа = [ шфа- | шов... + [4ещ-+... © 

& 

С другой стороны, имеем Г и’ (2) 4 = и, (х) —и„(а). Поэтому 
a 

сходящийся ряд (8) можно переписать в виде: 

f ¢@ at = la, (x) — 4, (a) + [ag (x) — ша... 

° + ty (x) — a, (@)I-+ (9) 
©O 

По условию, ряды > u,(x) H > и„(а) суть сходящиеся и их 
П = 

суммы соответственно "равны F(x) и у (в). Поэтому формула (9) 

перепищется в виде Г o(t) dt = f(x)— f(a). Отсюда ясно, что функ- 

a 

ция Ф(х) есть производная от функции f(x), T. e. f’(x)==9(x). 
А так как через „$ (*) мы обозначили выше сумму равномерно схо- 
дящегося ряда и, (х)-- и.(х)-- ..., то отсюда заключаем, что 

Г’ (х) = a! (x) + a (x) + ... Ч. т. д. 

Замечание. Если данный ряд функций Х(х) == и1 (х) -- иг (хх). 
сходится и имеет все свои члены дифференцируемыми, но если ряд произ- 

водных и, (Хи (х)-- ...: неравномерно сходится, тогда данный ряд, 

вообще, уже нельзя дифференцировать почленно, ибо его 
сумма /(х) может оказаться недифференцируемой, или, если она и имеет 
производную г © то таковая может оказаться уже неравной сумме 

и (ош (®-. 

$ 80. Степенные ряды. Степенным рядом называется ряд вида 
2 

Ay a,x + ax + ... ta, x?+ ..., (1) 

где 4%, @:, 4», ... суть постоянные, называемые коэффициентами 
степенного ряда. 

Область сходимости степенного ряда. Первое, что 
нужно узнать о степенном ряде, это определить его область схо- 
ДИМОСТИь
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Теорема Абеля. Если степенной ряд сходится в какой-нибудь 
точке х,, отличной от нуля, хо = 0, тогда он есть правильно 
сходящийся на всяком отрезке, лежащем внутри промежутка 

(—|xo|, хо. 
Доказательство. Пусть степенной ряд (1) сходится в точке Xp, 

отличной от начала координат О !. Нанесем на оси ОХ промежуток 
{— | хо, | |хо|), имеющий начало О своей серединой, и рассмотрим 
какой-нибудь отрезок [а, 6], лежащий в этом промежутке (рис. 69). 
Если х — какая-нибудь точка отрезка [а, 6], ясно, что абсолютная 
величина | х| не может равняться абсолютной величине | хо|, но всегда 

  

д 

ыы х 
“Xo а $ № 

Рис. 69 

будет меньше |х,|— =, где в есть некоторое положительное число, 
x € 

т.е. |х|< |х[-—=в. Отсюда следует, что =| < 1— pS =6, где 

9 есть определенное положительное число, меньшее единицы, 00 |. 
Мы предполагаем, что степенной ряд (1) сходится в точке ху. 

со 

Следовательно, общий’ член ряда Ха" стремится к нулю, когда 
n=0 

n—>---oo, a noroMy umeem [a,x>|<4, koraa n> М. Здесь 1 есть 

сколь угодно малое положительное число. 
Если теперь х произвольная точка отрезка [а, 6], мы имеем не- 

равенство: 
хп 

хо 
  

п 

|a,x" |=} O,%9 a | =| 4,%5|° =| <6 <6", roe п>М, 

    

  

из которого следует, 4TO CTeneHHOm pal ay-+-a,x +-a,x*?+- ... 
+a,x"-+ ... uMeeT Ha OTpeske [a, D5] все свои члены, начиная с не- 

которого, по абсолютной величине меньшими, чем соответственные 
члены геометрической прогрессии 1-09-02... + 0”--..., 
где 9 — положительное фиксированное число и где п > М. А это и 
обозначает, что степенной ряд правильно сходится на отрезке [а, 6], 
ибо геометрическая прогрессия 1--0--92--... 6"... слу- 
жит его мажорантой. Ч. Т. д. 

Теорема Абеля дает ясное представление об области сходимости 
степенных рядов. Окрасим (мысленно) в красную краску всякую 
точку расходимости степенного ряда (1) и в голубую краску 

1 На рисунке 69 точка хо взята направо от начала О, т. е. ху взято 
положительным. Все рассуждения остаются теми же, если ху отрицательно, 
лишь бы хо =2 0.
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каждую его точку сходимости. Ясно, что точка х==0 всегда 
будет голубой. Если степенной ряд везде сходится, вся ось абсцисс Х’Х 
будет голубой. Если степенной ряд везде расходится, вся ось 
абсцисс Х’Х будет красной, кроме начала О. Если какая-нибудь 
точка Хо, отличная от начала О, голубая, то, в силу теоремы Абеля, 
все точки оси абсцисс, лежащие ближе к началу О, чем точка ху, 
по обе его стороны, также будут голубые. Если какая-нибудь точка х\ 
красная, то, в силу теоремы Абеля, красными будут все точки оси 
абсцисс, лежащие дальше от начала О, чем х., по обе его стороны. 

Так как всякая точка оси абсцисс есть либо голубая, либо крас- 
ная, то из сказанного следует, что, идя от начала О вправо по оси 
абсцисс, мы сначала будем встречать лишь голубые точки, а потом 
только красные, причем самая граничная точка & голубой и красной 
части может оказаться того или другого цвета. И то же самое 
происходит налево от начала О, причем обе граничные точки ё и 
разноцветных частей лежат по разные стороны от начала О на оли- 
наковом расстоянии р. 

Указанный промежуток (— р, -р) называется промежутком схо- 
димости данного степенного ряда (1), так как внутри него имеется 
сходимость ряда, а за его границами расходимость. В са- 
мих же граничных точках &’== —ри Ё==--р может быть, в зависи- 
мости от случая, и то, и другое (рис. 70). 

5 g Е 2 3 
т т } 

-р +p 

Puc. 70 

Практическое определение длины промежутка 
сходимости степенного ряда. 

Лемма. Если для стеленного ряда %-нах Нах... - 
: Qn+1) __ --а,х"-- ... имеем lim Та. =L, то р=--. 

п > со п 

Доказательство. Применим признак Д’Аламбера к ряду 

Гао |-Н | ах | [ах |... 4х" |... Составим для этого 
+ 

a 
отношение т и найдем его предел при п-»-Р сю. Имеем: 

п 

: | Gn py" tt | : | Q@n+1| lim ———=— lim olxi==L- . 

pane lank] pity [aq] ПРИ (2) 
1 

Отсюда ясно, что при |х| <- этот предел строго меньше еди- 

1 
ницы, и поэтому имеем сходимость. Но при lx| >> этот пре- 

дел строго больше единицы, и поэтому, имея с некоторого момента 
неравенства |а,х*|< | а, 1х" +!|<...«|а,х"|<..., мы видим, 
что невозможно, чтобы член а„х” стремился к нулю при в -—> -{ со.
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со 

] 
А это говорит, что ряд У а,х" расходится при |x| >-. 

n=O 

Отсюда следует, что T=? Ч. т. д, 

Пример 1. Найти область сходимости ряда 

x? хз x4 
хаб oe (3) 

Решение. Применение практического правила -для определения р дает: 
] 

“72 . п 1 \2 

р = lim _l4@al lim = lim ( + ) =], 
n -»-+00 | an+1| п > со 1 n>+00 

(n+ 1)? 
Итак, промежуток сходимости есть (—1, --1). Теперь надо 

исследовать область сходимости. Для этого надо исследовать лишь 

  

самые граничные точки х= 1 и х=—1. 

Если х=--|1, ряд жж... — g — 

есть убывающий знакочередующийся, значит, 

сходящийся. Если х=—1, имеем —1— ar Рис. 71 

oe zn ... Ряд сходится (см. $ 69, случай 3). Область сходимости 

изображена на рис. 71. 
Пример 2. Найти область сходимости ряда 

№ x4 xan KM 
"РРР ^^ № ФГ @apart 

Решенце. Применяем практическое правило: 
KATE xn x3 

    

  

  

  

lim : = lim = == 0. 
n->+oo (2n-+ 2)! ° (2n)! n>+oo (2n-+ 1) (2n -+- 2) 

Поэтому данный ряд сходится для всех х. 

ЗАДАЧИ 

Найти области сходимости следующих Графическое изображение 
рядов: областей сходимости 1 

lite x? x8 +. 

Отв. —1<х< +1. 7 #7 

2 3 x4 a 
2. k— a tap t coe 3 + == 

+ 

Отв. —1<х=-1. 0 / 

3. e+ xt x9 + ld xB + |, я ; *7 

Отв. —1<х<-1. Рис. 72 

+ Если граничная точка промежутка сходимости (—0, +2) входит 
в область сходимости, мы ее отмечаем черной точкой; если не входит, мы 
не отмечаем никак. 

13 Ивтегральное исчисление
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Ta. VI 

x? хз Графическое изображение 
4. х-- Va + Vs +... областей сходимости 

Отв. —1=х<1. # 
2 3 ——® + ~ 

5. l+xets+a+... 7 id 
2! 3! - ео G + оо 

Отв. Все х. = р > 

03 04 06 - й 
6, 1 2! +a ete —_ — 

Отв. Все 0. a 
- со . + Oo 

фз фз 7 т = 
7. l—3 + ep т... р 

Отв. Все Ф. ® + eo 
4 ; -J +] 

1 X ] e xd ® 3 ® 5 x? > 
8 tetas oe Tae TT » Рис. 73 

Отв. —1= х=-1. 

9. 1— 2x + 38x?§— 4x8 + ... 

OTs, ~l<x< +1. 

x? x3 x4 
10. яж тжт see 

Отв. —1=х=-1. 

Ox? , 4x3 | 5x4 
11, 2х РР ... 

Отв. Все х. 

х x2 хз x4 

12. ато Ра. Ра. т... 
Отв. —3<х<-+3. 

x 1.3 1-3-5 
13. l+ + aq “+ ore -... 

Отв. —1<х<-1!1. 

Qe 2343 ‚ 283 2M xf 
14, НР ... арг т cee 

1 1 
OTB. == У. 

х x x3 x4 

bBitgytagt pst wat 
OTs, —2<2% < 2. 

1 2х 3x? 4x3 

16. УР Ри Г. 
Отв. —б<х< - 6.
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2х3 4x4 

1. а +... 
Отв. —2=х<-+2. 

18. 1 о ext = = xt, 
2a" Bot 

  

+++. 
2 5 i 5 

21. 1+ х- 2х2 3^3- ... 

22. 10x + 100x? +- 1000x3 ... 

23. lx 2! x27+ 31x38 +... 

xB xd x! 
24. ЩЕ eee 

§ 81. Сумма степенного ряда. Пусть 

ах ал... ах... (1) 

данный степенной ряд, имеющий промежутком сходимости 
(-—р, 0). Тогда, по теореме Абеля ($ 80), ряд (1) правильно 
сходится на всяком. отрезке [а, 6], содержащемся в промежутке 

  

-Р —т-- o — => -— + 

= >= ——®- 
а Lo р 

Рис. 74 

сходимости (рис. 74). Отсюда следует, что если мы обозначим через 
1(х) сумму степенного ряда в его области сходимости 

f (X) == нахал... Нах ..., (2) 

то /(х) есть непрерывная функция на всяком отрезке [а, 8], 
лежащем в промежутке сходимости. 

В частности Г(х) непрерывна во всякой точке ху, содержащейся 
в промежутке сходимости. 

$ 82. Дифференцирование и интегрирование степенных рядов. 
Пусть степенной ряд 

Ay a,x -+- a,x? ... +4a,x"-+ ... (1) 

имеет промежуток сходимости (—р, --р). Продифференцируем фор- 
мально почленно этот степенной ряд. Мы получим новый степенной 
pan 

а -- 2х за... + ma,x"-1-+ ... (2) 

13*
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Лемма. Продифференцированный степенной ряд имеет тот же 
самый промежуток сходимости, что и первоначальный степен- 
ной ряд. 

Локазательство. Во-первых, по теореме Абеля ($ 80) 
мы знаем, что на всяком данном отрезке [а, 6], лежащем в проме- 
жутке сходимости (—р, —-р), первоначальный ряд (1) есть правильно 
сходящийся и имеет мажорантой некоторую геометричевкую про- 
rpeccuio 1+ 0+ 62+ ... + 6°+- ..., roe 6 ecth фиксирован- 
ное для отрезка [4,68] положительное число, меньше единицы, 

0<6< 1. Это означает, что на отрезке [а, 6] имеем неравенство 
[2,х” |< 8", когда п превысит надлежащую грань №, п = М. 

Для общего члена продифференцированного ряда (2) мы имеем 
неравенство: 

| па к. хп gt OF - пб"-1 
" хр” | «| |x| 

когда и >= М; здесь х — какая-нибудь фиксированная точка отрезка 
[а, 6], отличная от начала О. 

Так как ряд 1-20 302--... -- пб”"-1 есть сходящийся для 

0<9<1 (то следует из признаков сходимости, но можно и прямо 

указать его сумму: ai): то отсюда следует, что степенной ряд (2) 

сходится всюду в промежутке сходимости (— р, р) ряда (1). 
Во-вторых, если какая-нибудь фиксированная точка х нахо- 

дится за границами промежутка сходимости (—р, р), т. е. если 
[х| > р, то из доказательства теоремы Абеля ($ 80) следует, что 
общий член а„х” первоначального ряда (1) не может стремиться 
к нулю, когда п —> — со 1. Отсюда же следует, что и а„х”-1 не может 
стремиться к нулю, и тем более произведение па@,„х”-1 не может 
стремиться к нулю, когда п» со. А это и означает, что продиф- 
ференцированный ряд (2) наверное будет расходящимся в рассматри- 
ваемой точке х. " 

Таким образом, продифференцированный ряд (2) сходится в про- 
межутке (—р, р) и расходится за его границами. Следовательно, 
(— о, р) служит промежутком сходимости для обоих 
степенных рядов: первоначального (1) и продиффе- 
ренцированного (2), ч. т. д. 

1 Отсылая учащегося к самому доказательству теоремы Абеля ($ 80), мы 
указываем ‘на то, что оно, собственно, и не требует непременной сходимости 
степенного ряда (1) в точках ху, но лишь только того, чтобы член ах 

оставался ограниченным по абсолютной величине, когда п -> -- со. Ибо нам 
совсем не нужно, чтобы величина т, где [an x6 | < т, стремилась к нулю. 

Все доказательство Абеля остается в силе по-прежнему, откуда следует, что 
во всякой точке х, находящейся за границами промежутка сходимости 
(-—, +2), не только степенной ряд 2 -- а1х -- а2^*-- ... расходится, но его 
общий член а„х” не может оставаться даже ограниченным, когда п -> -|- ©®.
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Так как степенной ряд есть равномерно сходящийся на каком 

угодно фиксированном отрезке [а, 6], лежащем в его промежутке 
сходимости (—р, -р), то из свойств Пи Ш равномерно сходящихся 
рядов ($ 79) следует, что степенной ряд 

Ах) = ay ayxtagx?t ... +a,x"+ ... (3) 

можно какое угодно число раз почленно дифференцировать 
иинтегрировать вего промеж уткесходимости (—р, 5), 
причем получаемые таким образом степенные ряды 
будут иметь тот же самый промежуток сходимости 

(—p, +P). 
Таким образом, лифференцируя, имеем: 

fl (x)= a, + Qa,x За - ... вах"... 
ЛГ’ (х) = Qa, +3-2-agx-+ ... +a(n—l1)a,x"-2... 
f"(x)= 3+2- last... +n(n—1)(n—2)a,x"-3+ ... 

и, интегрируя, имеем: 

[10m pee ge. т киа. 

И т. ii. 

Отсюда мы прежде всего заключаем, что сумма Д(х) всякого сте- 
пенного ряда (3) 

(хх) = A+ a,x + ayx? + ... +4,x°-+ ... (3) 

есть совершенно особенная функция, ибо она имеет не только пер- 
вую производную /’(х), но и вт орую ft” (x) и третью f” (x), 4, 
вообще, любую п-ю производную /“”(х), каково бы ни было нату- 
ральное число п, причем все эти производные непрерывны в каждой 
точке х, лежащей в промежутке сходимости (— р, р). 

Можно коротко назвать суммы /(х) степенных рядов безгранично 
Эифференцируемыми функциями. 

$ 83. Бесконечный ряд Маклорена. Пусть степенной ряд 

F(X) = нах ах... ах"- ... (1) 

имеет промежутком сходимости (—р, р), где р > 0. 
Дифференцируя его бесконечное число раз: 

Г’ (= а -Н2а›х- Заз - ... пах" - ... 

f" (x)= 1+ 2a,4+3-2-1L-agx+ ... +n(n— la, ae ... 

Pest .2.3. ‘вр. ‚ие пи, xn-s 

JO (= 1.2.3. ie
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и полагая всюду х==0, мы получаем 

140) =а, Л’ (0) =1-а., /”(0)=1.2.а, 1” (0) =1.9.3. а... 

1 (0) =1.2.3.... па n> eee 

Отсюда мы приходим к следующему важнейшему заключению: 
зная, что безгранично дифференцируемая функция Г (х) является 

суммой степенного ряда 

Ag AX ax? 10. ta, x "4+ ..., 

HO не зная его коэффициентов, мы можем их все определить 
по формуле Маклорена: 

! 0 и 0 (п) 

ag=f(0), а=- 5, ве... a =O... (2) 

Когда степенной ряд нах -Р ах... —-а,х"-- ... имеет 
промежутком сходимости (— р, --0) и в нем суммой функцию f(x): 

F(X) = Ay 4- 4X -+ ах... Нах"- ..., (1) 

тогда мы говорим, что функция f(x) разложена в промежутке 
(—0,- р), в степенной ряд, и тогда, в силу формул (2), мы имеем 
тождество ’ 

  

f= +LO 2p FO ey. -LPO ny | (1) 

Разложение (1) носит название бесконечного ряда Маклорена. 
$ 84. Сопоставление бесконечного ряда Маклорена с конеч- 

ной формулой Маклорена. Не следует думать, что бесконечный ряд 
Маклорена (1) сам по себе чрезвычайно ясен и что не стоит, поэтому, 
спрашивать о его законности. Здесь кроется большая тонкость. 

Именно, на первый взгляд кажется, что когда мы имеем какую- 
нибудь безгранично дифференцируемую функцию f(x), то весьма 
просто ее «разложить в степенной ряд»: для этого стоит только 
вычислить все ее производные для х == 0, т. е. подсчитать f (0), f’ (0), 
7” (0), Л” (0), ..., далее, разделить их соответственно на 1, 11, 91, 
31!,... и, наконец, составить из полученных коэффициентов беско- 
нечный ряд Маклорена (1). И на первый взгляд кажется, что здесь 
нет места никаким сомнениям, ибо представляется, что бесконечный 
ряд Маклорена должен сходиться и должен иметь суммой раз- 
лагаемую функцию /(х). Но в действительности дело обстоит гораздо 
сложнее и тоньше.
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Во-первых, составленный по правилу Маклорена для заданной 
функции }(х) бесконечный ряд ([) может оказаться расходящимся 
всюду (кроме точки х = 0). Это происходит тогда, когда подсчитан- 
ные производные }(0), /’(0), /”(0),..., Г (0),... с чересчур 
большой силой возрастают по величине, когда п -› -{- со. Например, 
если /“” (0) ==(п!)?, ряд Маклорена всюду расходится (кроме х = 0) 
и не служит ни к чему. 

Во-вторых, составленный по правилу Маклорена для заданной 
функции /(х) бесконечный ряд (Г), хотя и может оказаться сходя- 
щимся в его промежутке сходимости (— р, р), р> 0, однако сум- 
мой этого степенного ряда может оказаться вовсе не заданная функ- 
ция /(х), а совершенно посторонняя функция Ф(х), чуждая функ- 
ции /(х) и никак с нею не связанная [кроме pasencts f™ (0) = 0” (0). 

1 

Например, если f(x) =e *, причем мы полагаем (0) ==0, то имеем 

© = /* (0) = У” (0) =/Л” (0) =... Поэтому степенной ряд, вычисленный по 
правилу Маклорена, будет 0 0х -- 0х? -- ..., + 0х7 ..., его сумма 

тождественно равна нулю и, значит, вовсе не равна «разлагаемой» функ- 
1 

циие *. 

Все, что можно извлечь из формулы Маклорена, это только то, 
что, если рассматриваемая функция / (х) способна слу- 
жить суммой степенного ряда, то такой ряд имеется только 
один и его коэффициенты должны тогда определяться по правилу 
Маклорена. Но на основной вопрос: 

может ли данная безгранично дифференцируемая функция f (x) 
быть суммой степенного ряда, т.е. возможна ли ее разложение 
в ряд степеней, бесконечный ряд Маклорена ответить не 
может. | 

В целях решения этого вопроса обычно прибегают к конеч- 
ной формуле Маклорена, устанавливающей оценку разности 
между рассматриваемой функцией /(х) и суммой п первых членов 
бесконечного ряда Маклорена; эту разность обозначают через А, (х): 

n (n—1) 
R(x) =f) — [FOG c+ SP et ... +E Dens, 

| (1) 
Ясно, что для того, чтобы сумма бесконечного ряда Макло- 

рена (1) была равна функции }(%) в промежутке сходимости 
(—p, +p) этого ряда, необходимо и достаточно чтобы имели 

lim R,(x)=0 
по 

всюду в промежутке (— р, р).
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Так как равенство (1) можно переписать в виде: 

то называют это равенство конечной формулой (не «рядом») Мак- 
лорена, а количество К,„(х), стоящее последним в правой части, 
дополнительным членом (или, неправильно, «остатком»). 

Для того чтобы безгранично дифференцируемая функция раз- 
лагалась в промежутке (—р, р) в сходящийся ряд степеней, 
необходимо и достаточно, чтобы дополнительный член стре- 
мился к нулю всюду в этом промежутке, когда п безгранично 
возрастает. 

Исследование дополнительного члена ^,(х) иногда представляется 
трудным и, чтобы уйти от такого исследования, обычно разлагают 
в степенные ряды функции комплексного переменного, для которых 
имеются могущественные общие принципы, делающие совершенно не- 
нужным рассмотрение члена ^,(х). Эти принципы составляют пред- 
мет теории функций комплексного переменного (см. следующую 
главу). Но поскольку здесь речь идет о действительном пере- 
менном, приходится войти в оценку этого дополнительного члена 
К, (х). 

В целях наибольшего удобства ему дают различные формы. Одни 
из этих форм удобны для одних функций Г(х), другие — для других. 
Общих правил здесь нет. Мы здесь укажем простейшую из форм 
дополнительного члена А,(х), вытекающую из теоремы о среднем 
Тейлора (см. часть [, $ 145). Именно, полагая в формуле среднего 
Тейлора а = и а==х, мы находим: 

  

(п— 1) (п) ПЛО А ЕР а... Ари О д, 
(3) 

где & есть величина средняя, находящаяся между 0 и х. Из этого 
равенства следует простейшая форма цополнительного 
члена, а именно: 

f™ о, 

Ry (x) = © xn, (4) 

Правую часть этого равенства принято называть «остаточным чле- 
ном в форме Лагранжа». Пользование этой формой во многих слу- 
чаях затруднительно, так как неизвестно, в каком месте отрезка [0, x] 
находится средняя величина &. Однако для трех функций: ех, зах 
и с0озх остаточный член в форме Лагранжа довольно быстро приво- 
дит к цели.
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Пример 1. Разложить в степенной ряд /(х) =ех. 
Решение. Имеем /’ (х)=е*, f” (x) =e*,..., f™ (x) =e"... Значит, 

J(0)=1, f’ (0) =1, f” (0) =1, uw остаточный член в форме Лагранжа будет 
п $ х 

Ю, (х) =@.-—-, где & промежуточное число между 0 и х. Отсюда следует, 

    

п!’ 
что 

tx1 |x|" x . . [А (х)| <е nl 

[ x |” . : [x |" 
Но ряд есть везде сходящийся. Значит, имеем lim -—'-=— (0. 

п! n>+co П! 
n=0 

Поэтому Аи (х) -> 0, когда п -> -- со для любого х. 
Окончательно, для всякого х: 

х х? хз хп 
ет... ТТ... (5) 

Пример 2. Разложить в степенной ряд У (х) = sin x. 
Решение. Имеем 1’ (х) = созх, 1” (х) = — зах, f"(x)=—cosx u 

rt (х) = за х. Дальше производные, очевидно, повторяются периодически. 

Общая формула для п-й производной: 7) (х) = чп («+n 5) . Aaa x=0 

umeem f£(0)=0, f’ (0)=1, f” (0) =9, ff” (0) =—1 uw tT. a. Следовательно, 
мы имеем период из четырех чисел: 0, 1, 0, —1. Остаточный член в форме 
«Лагранжа будет: - 

x? 

R, (x) = sin (s+n5)-—. 

Xx ft 

Следовательно, |] Rp (x) |< ler — 0 для всякого х при п -> -- со. Окон- 

чательно, имеем сходящееся всюду разложение: 

х x3 xs x? 

sine =O ST Sr aT (6) 
Пример 3. Разложить в степенной ряд 1(х) = с0$ х. 
Решение. Можно было бы проделать такое же исследование остаточного 

члена в форме Лагранжа, какое было сделано для м х. Но ясно, что делать 
это не стоит, потому что можно воспользоваться правом дифференцировать 
сходящиеся степенные ряды. Таким образом, дифференцируя почленно раз- 
ложение (6), мы сразу получаем разложейие Маклорена для COS x: 

x2 xt № 
cos x= 1— Se tap ep eee (7) 

сходящееся для всякого х. 

Для того, чтобы произвести разложение в степенные ряды других 
функций, необходимо сначала придать остаточному члену Ю,(х) дру- 
гую форму, ибо форма Лагранжа оказывается уже недостаточной, и 
уже затем, пользуясь этими другими формами, устанавливать сходи- 
мость рядов Маклорена к заданным функциям }(х) в их промежутке
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сходимости. Но такое исследование даже для элементарных функций 
представляется затруднительным. 

К счастью, помимо этого прямого пути, состоящего в переходе 
от конечной формулы Маклорена к бесконечному ряду Маклорена, 
имеется косвенный путь, чрезвычайно богатый различными возмож- 

ностями. Этот путь состоит в том, что рассматривают прямо бес- 
конечный ряд Маклорена, сначала определяют его промежуток 
сходимости, а потом, на основании арифметического состава 
коэффициентов этого ряда, узнают, какую именно функцию он 
изображает. Этот способ мы применим к биномиальному ряду. 

$ 85. Биномиальный ряд. Этот важный ряд имеет вид: 

1 Сих- Си - ... + Сах"- ..., (1) 

гле коэффициенты вычисляются по формуле: 

п __ т(т— 1... (m—n—1) т == = , (2)   

Ясно, что в случае, когда число M eCTb HATYPaAbHOe, T. e. целое 

положительное, тогла коэффициент Си равен «числу сочетаний из т 
предметов по п», и что тогда ряд (1) автоматически обрывается на 
члене х”, ибо все дальнейшие члены имеют коэффициенты равными 

нулю. И в этом случае сумма ряда (1) равна (1 -- х)”, как этому 
учит бином Ньютона. 

Если же число т не есть натуральное и не равно нулю, тогда 

никакой из коэффициентов Сш не делается равным нулю, и степен- 
ной ряд (1) является действительно бесконечным. Мы хотим опреде- 
лить в этом случае его промежуток сходимости (— р, р) и 
найти в нем его сумму. 

Составляя, по признаку Д’Аламбера ($ 69), отношение 

  

Cutt yard т— п 

Стих” п 

_мы видим, что имеем: 

n+l п+1 _ 

lim Lene) lim aa ~|x|—=|x| 
i — e 

R ->+00 | Cr" | n>+o| n+1 

  

Поэтому биномиальный ряд (1) сходится, когда |х|< Ти расхо- 
дится, когда |х|>1, ибо тогда его члены не могут стремиться 
к нулю. 

Таким образом, промежуток сходимости биномиального ряда (1) 
есть (—1, +1), когда число т не есть натуральное или 
равное нулю.
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Чтобы найти сумму биномиального ряда (1), мы ее обозначим 

f(x)=14+-Caxt Cae Pt oo. бах"... (1*) 

Дифференцируя это равенство (что мы имеем право делать), мы 
находим: 

К (= б-бтх Н ... Раб... (3) 

Умножив на х обе части этого равенства, имеем: 

xf! (x) = Спх 2х -- ... + nCnx "+... 

Прибавив к предыдущему, получаем: 

(1х) /” («= С, Che + ... = 

+[a+iyctt пс] >"... (4) 

Вычислим коэффициенты ряда (4). По формуле (2) находим 

n n—1)...(m— 
(1-1) Cn Ch = (n+ atin D4. 

, m(m—1)...(m— n—1) 
—4-— Nn = 

п! 

  

  

m(m—1)...(m—-n—1) 
= - (т — п) - п] = mC. 

п! 
  

Значит, равенство (4) перепишется в виде: 

(Lex) f' (x)= m[1+Crx+Crx’+ oo. + Che "+... 

что дает 

(1 +- x) f’ (x) = mf (x). (5) 

Соотношение (5) немедленно нам дает неизвестную функцию /(х). 
В самом деле, имеем: 

fi (x) _ т a _ т 
f(x) — 1-х или аж ИВА (%)] == 1-х 
    

Интегрируя, находим; 

плед т Tox dx =min(1-+ x)+-C = In(1—+ x)” +. 

Отсюда 

f(x) = ef - (1+ x)”. (6) 

И так как при х =—0 биномиальный ряд имеет величину. рав- 
ную 1, то /(0)=1. Полагая в равенстве (6) х =0, находим 1 ==ес.
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Поэтому 

f(x)=(1+ x)”. 

Таким образом, мы имеем важное разложение: 

1-х)” =1- Chx+Chx t+ ... ОА... (7) 

в промежутке сходимости (—1, 1). 

Пример. Найти У 630 с хорошим приближением, пользуясь биномиаль- 
ным рядем. 

Решение. Ближайший к 630 точный квадрат есть 625 == 253. Поэтому 
1 
— 

У 550 =У62555-25 (1 + 28) 

В нашем случае биномиальный ряд есть 
1 
2 1 I 1 5 

dg + x) РИ ам coe 

1 
Полагаем х = Ig = 0,008. Отсюда 

(1 4 133) 2 —1- 0,004 — 0,000008 ++ 0,000000032— ... 
Значит 

1 

25 ( 1+ 15) 2 254 01—0,0002 -- 0,0000008 = 25,099801. 

Так как разложение есть убывающее и знакочередующееся, то ошибка 
в найденном числе не превышает последнего взятого члена, т.е. < 0,0000008. 

ЗАДАЧИ 

1. Пользуясь биномиальным рядом, показать, что 

1 — 3—3 — Ея"! *++ x8 + x4 оо 

Проверить результат прямым делением. 
2. Пользуясь биномиальным рядом, найти приближенные величины сле- 

дующих чисел: 
4 

nvm )VH Oo per 
V 620 

  

—
 

<
 

  

8 pe oa 1 1 b) W990 e) Изо age № = 

3 po } 1 25 
c) V 130 ) = ) - 1) — 98 УЕ Уз
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3. Пользуясь разложением синуса (6) (см. $ 84), вычислить зш1 с точ- 
ностью до 4 десятичных знаков. 

Решение. Имеем: 
1 1 1 1 

Суммируя отдельно положительные и отрицательные члены, имеем. 

1 

  

1 = 1,00000 a = 0,16667 

1 1 
ЕТ = 0,00833 т = 0,00020 

1,00833 0,16687 
Значит: т 1 = 1,00838 — 0,16687 = 0,84146. 

Результат точен в пятом десятичном знаке, ибо ошибка меньше, чем 
1 
ат = 0,000003. 

$ 86. Логарифмические ряды. Геометрическая прогрессия 

Ех... +... 

имеет промежуток сходимости (—1, —- 1). Заменяя х на —х, мы 
получаем: 

Ея — а хе... 

Интегрируя этот ряд, мы имеем: 

x 

dt —__ x2 x3 x4 п хп--1 . 
fri---34+3-F4 vo + (—1) n+l see 

0 

Наконец, выполняя интегрирование в левой части, мы оконча- 
тельно находим разложение |п(1--х) в ряд Маклорена. 

шах =х—5 +... С... (1) 

Мы знаем (см. $ 82), что интегрирование не изменяет промежутка 
сходимости. Поэтому разложение (1) имеет промежутком сходимости 
(1 + Юив нем суммой ш (1-х). 

Но для вычисления логарифмов пользуются, однако, не рядом (1), 
1-х 

но разложением в степенной ряд функции п Ех. Чтобы его иметь, 

заменим в разложении (1) х на — х. Мы получаем ряд: 

  

11 (1 — Хх) — — мы я...
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с тем же самым промежутком сходимости (—1, -- 1). Вычитая из (1) 
этот ряд, мы находим: 

  

t+t+x xs, x | x? XM+1 In -t* —9 [e+ 5 НУ... ++ Jf. (2) 

Промежуток сходимости полученного ряда (— 1, -|- 1). 

Пример. Оценка логарифмов. 
Чтобы привести ряд (2) к форме, более удобной для оценки, возьмем 

два положительные числа М и №, причем пусть М > М. Полагая 

_M—N имеем М. 1-х "= мМЕМ’ № —1—х’ 

причем, очевидно, что 0 < х<1 для всех положительных М и №, М > №. 
Ряд (2) дает: 

ни} о 
Этот ряд сходится для всех положительных Ми М, М> М, и хорошо 

приспособлен к оценке. 

М } M—wN 1 
Например, пусть М =2 и М =1. Тогда ш—, = ш2 и MEN 3° 

  

Подстановка в (3) дает: 12 = 0,69315... 
Далее, пусть М =Зи М№=2. Тогда 

1 1 1 1 1 
ш3= 2+2 |= +5. Bt eS “55 Е ... | = 1,09861.... 

Необходимо вычислить логарифмы лишь простых чисел, ибо логарифмы 
составных чисел находятся при помощи их. Например, 

11 8 = ш 23 =3ш2 == 2,07944... 

116 = ш3-- ш2 == 1,79176... 

Вычисленные логарифмы суть логарифмы натуральные или логарифмы 
Непера, имеющие основанием число е == 2,718281828459045... Чтобы иметь 
логарифмы Бригга или логарифиы обыкновенные, имеющие основанием 10, 
надо переменить основание посредством формулы 

ша 
log a = iio" 

anpuep In2 0,693 п. ‚093... 
log 2 =   in 10 2,309... = O80...
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$ 87. Разложение аркус-тангенса. Берем разложение 

1 
itn 1 — x? + xt — 8 +- cee + (—1)" x" + coos 

1 
получающееся заменой в разложении == т х-х-...   

буквы х на — х?. Поэтому промежуток сходимости его тот же 
самый: (—1, -+-1). Интегрируя написанный ряд (1) от 0 до х, мы 
прямо получаем: 

  lacigeJ=x—S4S—F4 ett. © 
это разложение имеет промежуток сходимости (—1, 1), ибо про- 
межуток сходимости не изменяется ни дифференцированием, ни инте- 
грированием ($ 82). Суммой этого разложения является основная 
ветвь atctg'x (cm. часть 1, $ 100), а не какая-нибудь иная. Поэтому 

агс 17 х написан в квадратных скобках. 
$ 88. Разложение аркус-синуса. Возьмем разложение 

НХ” = 1-х би - о... РС -+ ..., (1) 

имеющее промежутком сходимости всегда (—1, +1), кроме того 
случая, когда ряд (1) автоматически обрывается, т. е. когда т це- 

1 
noe положительное или нуль. Полагая т = —-> и заменяя букву x 

на — Х?, мы имеем: 

1 1 
5 ==1—С я ЕС, Саи. . 

yi-28 -> T 

+(-1°C%, x "-... 
2 

Интегрируя от 0 до х, находим: 

  

  

"4 1% см Е + 
0 > а 2 

п хп +1 
+ (— wet 121. (2) 

Левая часть равенства (2) есть основная ветвь агсзшх, т. е. 

[акс т х], а не какая-либо другая (см. часть 1, 8 100). Остается 
найти вид коэффициентов в правой части. Имеем: 

Ре) _ 
1 п! — 

(ум 1:39:90... 21- № 
—( 1) ° 2 °
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Следовательно, равенство (2) перепишется в виде: 

1 1.3 № 1.3.5 м 1.3.5.7 x8 
роге хо 3-54" 5 9:4:6 9 Ноя" +. 

Разложение имеет промежутком сходимости (—1, + 1). 

ЗАДАЧИ 

Проверить следующие разложения функций в ряды Маклорена и опре- 

делить их промежутки сходимости: 

1. за (2 +4) =7 У oe (i+*— o tate ao at) 
Отв. Все х 

х ха x3 —1)".~" 

2. In (a+ x) =Ina+—-—pa +a ... +... 

Отв. (—а, + а) 
Проверить ee разложения: 

2x5) 17x? 

3. шхех+ 3 +e is tis T+ 
ox4 | Gl x6 

4. х=1- 4 OE 54 + =x 756 +... 

5. зи (3 ивы уз» _ — 3 УЗ 1 — ...). 

6. tg ыы. 

3 5 
7. аси из. 

е ет” __ 
Яя. 

—__ 3 5 
9, In(e+Vi =x Fp 

xt xt 8 
10, In cos x=— Sipe 

Найти три члена разложения Маклорена для каждой из следующих 
функций: 

11, cos («—+). 13, eS!” 6, 

pnt 
12, sin(x +1). 14, one, 

Получить следующие величины прямой подстановкой в степенные ряды 
и подсчетом достаточного количества членов: 

15. е== 2,7182... 

Решение. Берем разложение е”=1-- a + “or -- ... и полагаем в нем 

] 1 1 1 
х =1. Тогда в 1 1 Ржта т...
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Первый член == 1,00000 
Второй » == 1,00000 
Третий > =0,50000 
Четвертый >» ==0,16667... (деля предыдущий на 3 
Пятый » =0,04167... ( » > » 4 
ЦЩестой › = 0,00833... > » » 5) 
Седьмой » ==0,00139... ( » » > 7 
Восьмой » =0,00020... ( » > » 7 
  

Итого: е = 2,7182... 

16, arc tg (5) =ол9тз... 20. агс эп 1 == 1,5708... 

21. зп- == 0,7071... 
17. соз1 =0,5403... 4 

18. соз 10° = 0,9848... 22, sin 0,5 = 0,4794... 
° 22 , 23 

19. 510,1 == 0,0998... 23. 6 = 1-2 +5: Е +... =73891... 

— | 1 1 24. Уе=1 + яз... 16487... 

$ 89. Действия над степенными рядами. Пусть даны два сте- 
ленные ряда: 

нах ах... Нах... 

их 5х ооо +6,x" —- зо 

Предполагается, что промежуток сходимости первого ряда есть 
(— A, А) и второго (—В, +В), где Ади BDO. 

Эти ряды можно комбинировать между собой посредством сле- 
дующих действий: 

1. Сложения. Получаем новый степенной ряд: 

(ана © (Ag + Bg) x27 + ww. (Ay + 5,) x74 

П. Вычитания. Получаем новый степенной ряд: 

(Gy — by) (а — в) х (ав)... Нав) ...; 

Ш. Умножения. Получаем новый степенной ряд: 

або —- (аб, - а16о) х- (аб, ф а. - а.) е-... + 

(49g аб аб, ... Aud) "+... 

Эти действия законны для таких численных значений х, которые 
лежат в промежутке схедимости ий первого ряда (—А, -- А), и 
второго ряда (—В, В), ибо тогда ряды абсолютно сходятся и 
их можно складывать, вычитать и перемножать, как обыкновенные 
конечные суммы ($ ТО. Поэтому полученные новые степенные 
ряды имеют промежуток сходимости заведомо не меньший, 

чем самый малый из обоих промежутков сходимости (— A, 
+A)n(—B, +B). 

14 Ивтегральное исчисление
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Совсем другое дело, когда приходится делить степенные ряды. 
ГУ. Деление. Когда делим степенные ряды один на другой: 

3 аи tn 
то, если 42 отлично от нуля, их частное представимо в виде степенного ряда 
тогда и только тогда д, == 0, ибо иначе величина /(0) будет бесконечно 
большой. 

Прибавим к этому, что промежуток сходимости нового степенного ряда 
Cot cyx + cox? + ..., получающегося в результате деления, трудно опре- 
делим и он может оказаться много меньше, чем оба промежутка сходимости 

(— A, + A) u (—B, +B). | 
Чтобы получить коэффициенты С, С1, с2..., надо перемножить ряды 
оо: х -- 62+... HW Cot eye Gov? ... и приравнять коэффициенты 
этого произведения коэффициентам ряда 2 -- ах -р ах" ..., т. е. надо 
написать: 

ay = boCo, 

Ay = 6160 - Вос, 
аз == вэбо -- 6161 -- 802 

Тогда мы имеем уравнения, из которых, один за другим, находим неиз- 
вестные коэффициенты частного ряда су, с1, С». 

Пример 1. Найти степенной ряд aaa e% sin x. 
Решение. Имеем: 

. x2 x3 x4 xe ета... 
xs x 

sin =... . 6 +t 120 
Перемножая ряды, находим: 

x3 xd 

e* sin x = x + x? -+- 3 ag + члены с лв ит. д. 

Пример 2. Найти ряды для 3зс х из ряда для соз х. 

Р И м ещение. mMeeM SCX = И 60 Х = i-— — ——— wee x ata at 

  

Здесь проще всего, при делении, прибегнуть к следующему приему. 
9 . 

— м — os Полагаем соз х =1— 2. Тогда 2 = 5 54 + 756 ... 

С другой стороны, ое... для |2|<1. 

хм xb x6 2 3 Ясно, что = д 94+ ..., 2 8 --... Отсюда 

1 5 61 
сх =1 by Pt ag HA 9g + ... 

ЗАДАЧИ 

Проверить следующие ряды: 
58 4 

1. сот 0—5 + se. 

cox, 7 yx 1944 

  

2.
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sin x 101.2 Sine sete EAS tage te. 
0x8 

17% own 2 4. sin? x = x = ем 6 +... 

хз xt 
Stam tamsty— 5 tip + 

ех x? 3x4 
pgs ty ate +.. 

7. ета - = + ... 

  

3. 

e—*3 __ х 
8. ув”! т 8 +... 

_\ 9 3 
9. sin xcos Vx =x — > — +... 

In(l-- x) | м 53 xt 
10. ых Тат... 

8 x5 
11. (—>) агс sing x— ep Ч ... 

о 9 м Хх xb 
12. (1-х) агс в х=х-х STEN eT eT 

хм м 

13. а № 
25.2 33153 . 

—X — —— о 14, e~* cos Vx =1— A SON" om 796 --... 

x 

> 13х3 0544 2 oi — 2 15. e* sindx=—2x*+x 12 8 

3 
16, Vifsae=14 2-2 Fy . 

Для следующих функций найти все члены рядов, содержащие степени 
меньше чем x5, 

x ~~, e* 
2 20. ——. 

ane Vira 
18. cos x ° 21, ¥2—cos x. 

19. ип (1 —5.- 22. Vix In(l — x). 

Пользуясь логарифмическим рядом (3) (см.$ 86) и зная, что ш2 == 0,69315 
и 13 == 1.09861, вычислить следующие логарифмы. 

23. 11 5 = 1.60944... 25. ш11 = 2,39790... 
24. 17 == 194591... — 26. |1 13 = 2,56495... 
27. Найти ряд для $6? х, дифференцируя ряд для 1х. 
28. Найти ряд для |п с0$ х, интегрируя ряд для 5х. 

1 

29. Найти приближенную величину интеграла J sin (x?) dx. 

0 

14*
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3 5 
Решение. Заменяя в разложении sin x = x— +5 —... букву х на 

x8 310 | 
x?, uMeem sin (7?) = x2 — т -- Г... Отсюда 

1 1 
. x8 x10 \ 

2 —- 2 — = f sncryax = f (« & + 156 ...) 4х 
0 0 

x8 1.0.3333 — 0.0238 0,0008 — 0,3103 5—5 1300 | ‚3888 — 0,0238 Г 95008 — 0,3108. 
Употребляя ряды, найти приближенно величины следующих интегралов: 

1 1 
30. f cos ¥xdx. Отв. 0,764. 36. f e* cos V x dx. 

0 9 
1 1 

31. f e~" dx. — Отв. 0147. 2 
0 , 37. f In (1 +- x?) dx. 

0 

  

т 
1 

32. f n(i-+Vx)dx. Ors. 0,071. a8 fe хах 

0 

  

у xa Vax 

33. р е “ах. Отв. 09296. 1 
0 39. f У2— соз x dx. 

i 8 

5 1 

3. Г эт хах, Отв. 0.0214. Е , 
у Ух 40. Г In (1 —%) ay, 1 . с0$ Х 

~ 0 

35. [ eV dx. 
0 

$ 90. Ряды Тейлора. Бесконезным рядом Тейлора называется ряд, 
расположенный по восходящим степеням разности х — а и имеющий 
постоянные коэффициенты, т. е. ряд вида: 

byt b (* — a) +-0,(x —aP—+ ... +b, (x—ayP+... — (1) 

Если мы положим 

х —а==2, 

то тогда ряд Тейлора (1) напишется в виде: 

НВ 622... НЫ -... (2) 

и, значит, явится бесконечным рядом Маклорена для не- 
зависимого переменного Zz. Мы знаем, что ряд Маклорена (2) должен 
абсолютно сходиться в некотором промежутке (—р, р) и должен 
расходиться за его границами, так как там его члены не могут.
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стремиться к нулю. Итак, ряд (2) сходится, когда |2| «р, и рас- 

ходится, если |2| > р. 
Так как |2|=|х—@|, то отсюда имеем предложение: ряд Тей- 

лора В 6, (х— а). (х— а) -- ... абсолютно сходится вну- 
три некоторого промежутка (в —р, а--р) и расходится за его 
границами, так как его члены там не могут стремиться 
к нулю. 

Этот промежуток (а— р, а-- 5), имеющий своим центром (сере- 

диной) точку а, называется промежутком сходимости ряда Тей- 
лора (рис. 75), а про функцию }(х), являющуюся суммой ряда 

0 р р 
\ ja te 1 
Г 1 т т 

Рис. 75 

Тейлора в промежутке (а — р, а-- р), говорят, что она «разложена 
в ряд по степеням х—а» или что «функция У(х) разложена 
в ряд Тейлора в точке а». В этом случае равенство: 

f (x) == by + в (х—@-(х фа - ... +5, (х фа... 3} 

имеющее силу во всем промежутке (а—р, а--р), называют «раз- 
ложением функции }(х) в ряд Тейлора в точке а». 

Эта терминология тем более уместна, что коэффициенты $, 6, 
Ь.,... ряда Тейлора (3) определимы через значения функции }(х} 
и всех ее производных в точке а. 

Чтобы видеть это, достаточно обозначить через Ф(2) сумму ряда 
Маклорена (2) в его промежутке сходимости (— р, р): 

ф(2) = а... +,” ... (4): 

Мы знаем, что в этом случае функция $(2) есть функция без- 
гранично дифференцируемая по аргументу 2 и что коэффициенты 
5%, Ва, 2, ... определяются по формуле Маклорена; 

__ фт) (0) 

=. (5) 

Но после подстановки 2=х — а ряд Маклорена (4) переписы- 
вается в виде ряда Тейлора (3). Значит, имеем тождество 

g(x — a) = f(x), (6) 
дифференцируя которое по букве х раз за разом, мы находим: 

И ф’(х — а) ==} (х), 9” (x —a)—f" (x), ..., 9” (x —a) = f” (x), ... 
Полагая в (6) и в этих равенствах х==а, мы получаем оконча- 
тельно: 

9 (0) = f(a), 9 (0) =f’ (a), 9" (0) =" (а), ..., $ (0) == 1 (@),... (Т»
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Подставляя в равенство (5) найденную величину $” (0), мы имеем 
правило Тейлора: 

n) 
6, =O, (8) 

з силу которого ряд Тейлора (3) в точке а получает окончательный 
ВИД: 

  

= е-Н (@) (x—a) + 2,9 (6) (x—aPt i... + 

+229 (x —ay4 ... (I) 

Мы еще раз указываем Ha то, что ряд Тейлора сходится в неко- 
тором промежутке (а —р, а--5), имеющем точку а своим цент- 
ром, и расходится за его границами. Сумма /(х) ряда Тейлора (Г) 
безгранично дифференцируема в промежутке сходимости (а — р, а--р), 
самый же ряд Тейлора (Г) есть правильно сходящийся на всяком 
отрезке [с, 4], содержащемся в промежутке сходимости (а— р, а-р). 

Число р, служащее половиной длины промежутка сходимости ряда 
Тейлора (Г), во многих случаях можно узнать по правилу определе- 
ния промежутка сходимости ряда Маклорена (4), т. е. найдя предел 
отношения 

lim била | —= [, 
9 

п > ос | bn | 

мы имеем. 

__ 1 
P= T° 

Ряд, стоящий в правой части равенства (ТГ), носит название беско- 
яечного ряда Тейлора, и его не нужно путать с конечной форму- 
лой Тейлора: 

    

== (фо (фа... 
f (1) а _ (n) п 

+ wie (x —a)" PBs 

выведенной нами в части [, $ 145, и названной нами тогда теоре- 
мой о среднем Тейлора!, ибо число & содержащееся в по- 
следнем слагаемом конечной формулы Тейлора, есть число среднее, 
содержащееся между а и х, но где именно лежит оно внутри 
отрезка [а, х], мы не знаем. 

1 Там мы вместо буквы х писали букву 0.
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Этот последний член конечной формулы Тейлора называется 
дополнительным членом (или, менее правильно, «остаточным чле- 
HOM») и его обозначают через R, (x). 

Этому дополнительному члену Ю,„(х) дают различные формы. 
Форма дополнительного члена, написанная в формуле 

К, (= © (x—a)", 

где & есть число промежуточное между а и х, носит название 
«остаточного члена в форме Лагранжа». 

Для того, чтобы безгранично дифференцируемая функция У (х) 
в промежутке (а— р, а р) была разложиама в сходящийся ряд: 
Тейлора, в этом промежутке необходимо и достаточно, чтобы 
имели lim КЮ, (х) =0 для всякого х в промежутке (а — р, а-- р). 

п > со 

Иногда бесконечному ряду Тейлора (Г) дают другой вид, полагая 
а==хХ и х— а=й. Тогда, подставляя эти значения в ряд Тейлора (1), 
мы имеем: 

fh) =f (x) +E On 4+ 20 wy... +n. ap 

  

Мы видим, что новая BeAUYUHAa PyHKuMN f(x), получаемая при 
замене ху на х› -й, пишется в виде разложения по степеням буквы Й. 

Замечание. Исследование дополнительного члена А, (х) в конеч- 
ной формуле’Тейлора даже для элементарных функций представляется: 
затруднительным. Поэтому для разложений в ряды Тейлора всегда 
прибегают к принцинам теории фувкции комплексного переменного, 
делающим исследование дополнительного член: А,„(х) совсем не. 
нужным. 

  

    

ЗАДАЧИ 

Для каких величин переменного следующие ряды сходятся? 

1 1—2(«—1)+3(* — 1)?—4(*—1)8+ ... Отв. 0O< x < 2' 

x— x—2 tot 2 1+(c—2) +4 - У. qo + Row, lex cd 
2 4 6 

3. 1— ero) +t _ eT) --... для всех х.. 

4. («+ 1)— ery ery er + 

ce — ~ 1)" 
  

Qx—1)% | -(Qx—1)} era & ) 5. (2x —1)-+ + Go 

6. ee ere ren ... 
7. Разложить шх в ряд Гейлора в точке х=|1.
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Решение. f(x) =Inx, FQ) = 0; 

‚ 1 ‚ 
=, FM=h 

Г” =, Г =— 1 

fm (=, fl” (1) = 2. 

Подставляя в ряд Тейлора (1) эти величины, имеем: 

1 1 = x —1—-—(x— 1)? L(x — 13 — Inx=x—1 x & 1 (х 1) 

Промежуток сходимости этого ряда Тейлора есть (0, 2) (см. 5 86). 

8. Разложить со х в точке — 

Решение. f(x) = ‘1. (=) — as 

Г! (х) =— sin x, (Gave 

f" (x)=—cosx, =f” (+) —— = 

f” (x) = sin x, ут (=) _ = 

Следовательно, 

0s # (я) («— +) == (=-1) + 
V2 V2 4} avi 5 4 5 4 aa 

Ряд сходится везде, т. е. для всех х. 

9. Разложить зш (хо — 2) по степеням 1. 

a
t
 

Решение. f(x) = sin x F (Xo) = sin Xo 
tT’ (x) = cos x F! (Xo) = cos Xp 
УД” (х) =— ши ff" (Xo) =— sin Xp. 

Подставляя в формулу (П), находим; 

COS Xo 

    

sin (xq -+ В) = sin xp “2% 4 — a а et... 

40. Проверить приближенные bopuy me 

(a) sin « = sin a@-++- cos a- (x — a) 
— a)? 

(b) sin.x = sin a+ cos a+ (x—a) — sina. SOP 

(с) cos X = с0$ 4 — (х — а). па 

(4) ш (10-- х) = 2303 ---5 

(ce) эм (+ + x] — 0,5 - 0,8660x 

(f) tg(Gt x)= 14204221
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Проверить следующие разложения в ряд Тейлора: 

11. eet (1 tap (ea) tay (eo) (ea) + ... |. 

(х— а) (х— а) 12. sin x = sin a +- (x — a) cos a— ——57—— sin @ — -——37—— cos at... 

13. cos « = cos a— (x — a) sina— eo cosa + 4 ay 2)" sina-+ . 

14. | та . Ш (@а--х) = ан — 9 343 ... 

15, cos (a-+.x) = cos a—x sina —~ cos a+ 4 sin at 
2! 

16, tg(x-+h)=tgx-+Ascixt hisc? x: nett. ... 

17, (x A)? = x" 4+ nx"-lh + MOY nap 4 изд + tee 

И п 
18. Написать первые четыре члена разложения зп х в ряд Тейлора в точке. 

Отв. sine [1 + (=) 52-2) (+2) +...|. 

о т 
19. Написать нервые три члена разложения вх в ряд Тейлора в точке. 

Отв. ще=1-2(=—1)+2(*—1) + wee 

20. Разложить шлх в точке х ==2 с точностью до четырех членов. 
21. Разложить е* в точке х ==1 до пяти членов. 

к 
22. Разложить зпх в точке х —-5 ДО четырех членов. 

д 
23. Разложить сх в точке х = -{ ДО Трех членов.



  

ГЛАВА УП 

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА, ПЕРЕМЕННЫЕ, ФУНКЦИИ 

$ 91. Арифметика и алгебра комплексных чисел. Из алгебры 
известно, что комплексные числа 

at bi (1) 

подчиняются всем действиям арифметики и алгебры, которым под- 
чинены действительные числа. Так, в частности, их можно скла- 
дывать, вычитать, перемножать и делить. Во всех 
этих выкладках нужно обращаться с буквой 1 так, как есла бы 
она была действительным числом, но в окончательном резуль- 
тате никогда не нужно забывать заменять квадрат буквы i, i, 
через отрицательную единицу —1, т. е. везде в производимых 
выкладках и в окончательном результате полагать 

В—=—1. (2) 

Так, Ё надо заменять через — 1, ибо 8 —=1#1—=—1.1=—=—й 
‘далее, И надо заменять просто через -++-1, u6o 

А=Й. == (—1) (ПП = ит. д. 

Число а называется действительной частью комплексного 

числа а-- 61, второе слагаемое 51 называется мнимой частью ком- 
плексного числа; самое же число Ob называется коэффициентом при 

мнимой единице. 
Сложение комплексных чисел. На основании сказан- 

ного правила, оно производится так: 

(a+ bi) --(a’ LO) a+ bia’! + bi (ata) Lion. 

Окончательно: 

(ана = (4+ a) +E + Oi. (1)
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Вычитание комплексных чисел. Применяя сказанное 
правило, мы имеем аналогично: 

(a + bi) — (a’ 4- 0'i) = a+ bi— a’ — = (аа) —Р:. 

Окончательно: 

(a--- bi) —(a’ ++ b'i) = (ae—a) + — Ра. (Пу 

Умножение комплексных чисел. Применяя полностью. 
сказанное правило, нахолим: 

(а-- 50). (р ==аа’ ал a’bi + bb’? = аа’ ал 

+ a’'bi — bb’ = (aa’ — 66) (а +- a’b)i. 

Окончательно: 

(a + bi):(a’ +- b’i) = (aa’ — bb’) + (ab’ +- ab) i. (IIT). 

Несколько сложнее деление комплексных чисел, и для его облег- 
чения приходится ввести два важные понятия. 

(1) Сопряженные комплексные числа. Два комплексные 

числа называются сопряженными, когда они отличаются только зна- 
ком при Z. 

Таким образом, комплексные числа 

a+ bi Hw a—bi (3) 

суть сопряженные. 
Сопряженные комплексные числа важны в том отношении, 

что их произведение есть неотрицательное число. 
Чтобы убедиться, достаточно положить в формуле (Ш) произве- 

дения двух комплексных чисел 4’==а и В’==— 6. Мы получаем. 
очевидно: 

(@)(а— в =а-Р=0, (4) 

ибо коэффициент при -{ оказывается в этом случае нулем. 
(2) Абсолютная величина комплексного числа, или 

модуль. Пусть а-- Ы — какое-нибудь комплексное число. Абсо- 
лютной величиной его, или модулем его, называется неотрицательное 
число 

Ия. 
где радикал всегда берется в арифметическом смысле, т. е. 
неотрицательным. 

Абсолютная величина, или модуль, комплексного числа at bi: 

обозначается символом |a—-+-bil|, так что имеем; 

la+ bi] =Var-+ be, (5) 
где радикал арифметический.
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Ясно, что модуль |а--@| равен нулю тогда и только тогда, 
когда а==0 и одновременно 6 =0, так что написать [a-+ bi | == 0 — 
это означает написать @а=0 и b=), т. е. написать a-+-bi=0. 
Таким образом, модуль комплексного числа тогда и только 
тогда обращается в нуль, когда само комплексное число стано- 
вится нулем. 

Заметим, наконец, что не напрасно и не случайно модуль ком- 
плексного числа а -—- @ называется абсолютной величиной комплекс- 
ного числа а— М и обозначается знаком |а-- |, ибо когда 6 = 0, 
тогда комплексное число а-- 0 становится действительным числом а, 

и тогда модуль |а- | становится равным VY a?+- 0? = И а? = lal, 
т. е. равняется абсолютной величине действительного числа а. 

Таким образом, модуль [а--Ш| есть понятие более 
‘общее, чем абсолютная велична |а| действитель- 
ного числа а. 

Деление комплексных чисел. Желая найти частное 
a’ te bi 

a-+ bi 
мы умножаем числитель и знаменатель написанной дроби на ком- 
плексное число а — 1, сопряженное знаменателю. Заранее должны 
‚оговориться, что на нуль делить нельзя и что поэтому знамена- 
Telb a-+ заранее предполагается отличным от нуля; это 

означает, что его модуль |@-- Ш] —У 42-6? есть число сущест- 
‚венно положительное, Т. е. не равное нулю. 

Имеем выкладки: 

ага = (a’+ b'i)(a—bdi) __ (аа ++ 66’) 4- (ab’ —a'b)i 
at-bi «(a bi)(a— bi) a? +- 62 ° 

от деления двух комплексных чисел a’-+-b/i u at-Di, 

      

Окончательно: 

a’+b'i aa’ +-bb' + ab’ —a'b 
atbi ~ at+? а? -|- 63 
    i. (IV) 

Формула (У) показывает, что отношение двух комплексных чисел 
‘есть комплексное число, если только знаменатель дроби не есть 
нуль. Деление же на нуль невозможно так же, как и в случае 
действительных чисел. 

Общее заключение из формул (1), (ID, (ПП и (ПУ): все 
четыре действия арифметики, проделанные над комплексными числами, 
дают в результате опять комплексное число, могущее оказаться, 
в частном случае, и действительным. 

Из того, что во время выкладок позволено обращаться с мнимой 
единицей { как с действительным переменным, заменяя 
только всюду, по дороге и в окончательном результате, Ё через — 1, 
следует, что все законы арифметики и алгебры распространяются



$ 92 — ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ВЕЛИЧИН 221 
  

полностью на комплексные числа. В частности, произведение ком- 
плексных чисел «-В-]... в обращается в нуль тогда и только 
тогда, когда хотя бы один из множителей является ну- 
лем. 

Заметим нажонец, что из формул (1), (И), (Ш) и (ТУ) вытекает 
важное следствие: если в сумме, разности, произведении и част- 
ном комплеквных чисел заменить каждое комплексное число 
ему сопряженным, то результаты явятся также сопряжен- 
ными. 

Значит, в каждом соотношении между комплекс- 
ными числами, состоящем только из комбинации 
четырех действий арифметики, всегда можно заме- 
нить {на — 1. 

$ 92. Геометрическое изображение комплексных величин. 
Мы знаем, что всякое действительное число а изобразимо 
в виде точки М, лежащей на прямой линии, и что, обратно, 

7 М 
= — Х   

——<«_ a 

a 

Puc. 76 

всякая такая точка М изображает некоторое действительное число @, 
называемое абсциссой точки М (рис. 76). Абсцисса точки М есть 
отвлеченное действительное число, выражающее длину направленного 
отрезка ОМ, измеренного единицей мас- 
штаба. 

Аналогично, всякое комплексное число 
а--Ш изобразимо в виде точки М (а, 65) 
плоскости, имеющей абсциссой и орди- м 
натой действительные числа а и ф6, и 
обратно: всякая точка М плоскости, V6 

    
имеющая абсциссой действительное число а i b 

и орлинатой действительное число В, слу- 
жит изображением комплексного числа “% а Р Х 
a+ bi (puc. 77). 

По аналогии с предыдущим, это KOM- Рис. 77 
плексное число а-- называется аффик- 
сом точки. М. Таким образом, всякое комплексное число а 
есть аффикс единственной вполне определенной точки М, лежащей на 

плоскости ХОУ, и всякая точка М (а, 5) этой плоскости имеет своим 
аффиксом комплексное число а- Bi. 

Если точка М лежит на горизонтальной координатной оси ОХ, 
то аффикс такой точки М есть действительное число а, потому что 
в этом случае 2—0. Поэтому: ось абсцисс ОХ носит название оси
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действительных чисел или сокращенно: действительная ось. 
Аналогично, когда точка М лежит на вертикальной координатной 
оси ОУ, аффикс такой точки М есть чисто’ мнимое число $4, потому 
что в этом случае а =0. Поэтому ось ординат ОУ носит название 
оси мнимых чисел или сокращенно (но неправильно): мнимая ось. 

Точка Л оси ординат ОУ, находящаяся 
у выше начала О и отстоящая от него на 

единицу масштаба 1, имеет своим аффик- 
М сом мнимую единицу 7. Аффикс начала О 

есть нуль. 
| Если мы соединим точку М с нача- 
|2 . лом О прямолинейным отрезком, то по- 

~ лучим вектор ОМ, направленный из на- 
7 a B X чала О в рассматриваемую точку М 

(рис. 78). 
Рис. 78 Этот вектор ОМ также xo- 

рошо может служить для геометри- 
ческого изображения комплексного числа а-- М, как и его ко- 
нец М. 

Учащийся заметит, что и действительное число также, собственно, 

изображалось двумя способами: и точкой М (см. рис. 76), и направ- 
ленным отрезком (т. е. вектором) ОМ. Если действительное 
число @ было положительным, точка М находилась направо от 
начала О, и вектор ОМ,. лежащий на оси ОХ, был направлен в поло- 
жительную сторону оси абсцисс; если же число а было отрицатель- 
ным, точка М находилась налево от начала О, и вектор ОМ, лежащий 
на оси ОХ, был направлен в отрицательную сторону. 

Абсолютной величиной |@| действительного числа а являлось рас- 
стояние точки М до начала О, оцениваемое всегда положительно, 
т. е. длина вектора ОМ. 

В случае же комплексного числа а {- @ вектор ОМ уже не лежит 
на оси абсцисс ОХ, но направлен по плоскости. Его длину мы обо- 
значим через г, а его наклон к положительной части оси ОХ обо- 
значим через $. Из прямоугольного треугольника ОРМ мы имеем 
известные прямые формулы преобразования прямоугольных коорди- 
нат а, 6 в полярные г, $: 

    

a=rcos9, O==rsing . (6) 

и обратные формулы перехода от полярных координат г, ф к пря- 
моугольным а, 6: 

/ 

r= Var +b, ф = alc tg. (7) 

Так как функция агс ох есть многозначная, то надо условиться 
в оценке угла $. Угол ф отсчитывается всегда в положительном направ-
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лении (против стрелки часов), т. е. вращением положитель- 
ной части, оси ОХ до положения вектора ОМ. Если этот угол есть 9, 
TO остальные значения будут: ф-|- 2к, ф-- 4т ит. д., когда вектор ОМ 
проходится многократным непрерывным вращением положительной 
части оси ОХ против стрелки часов, и ф—2*, ф— 4т ит. д., когда 
вектор ОМ проходится многократно вращением положительной части 
оси ОХ по стрелке часов. Угол ф называется аргументом комплекс- 
ного числа а Di. 

Что же касается длины г вектора ОМ, то первая из формул (7) 
показывает, что это есть модуль комплексного числа а-- 61, т. е. 
имеем: 

| ja-+-bi| =r. (8) 

Равенство (8) не только замечательно тем, что в силу него модуль 
комплексного числа является естественным обобщением понятия абсо- 
лютной величины действительного числа, но еще и тем, что из него 
следует ряд теорем о молуле. Чтобы видеть это, укажем сначала 
геометрический смысл четырех действий арифметики над ком- 
плексными числами. 

Сложение. По формуле (Г) $ 91 имеем: 

(ны (ед) =(a+- a’) + (6+ 6)i. (I) 

Нанесем на плоскости XOY комплексные слагаемые а-- и а’ -+- b’i 
в виде векторов ОМ и ОМ”. Координаты точки М суть а, В 
и координаты точки М’ суть a’, Bb’ 
(рис. 79). у 

Если мы с векторами ОМ и ОМ’ N 
будем обращаться так, как в механике 
обращаются с силами, т. е. будем скла- ди’ | 
дывать и вычитать векторы по правилу | 
параллелограмма, то для того, чтобы (5M, __ty 
найти сумму векторов ОМ и ОМ’, мы JO 
должны приставить к концу М первого | 2! Х 
вектора ОМ вектор ММ, равный век- {| @’Р’ар L 
Ttopy OM’. Torga sextop ОМ и есть 
геометрическая сумма векторов ОМ Рис. 79 
и ОМ’. 

Но ясно, что ОР’ = МК = РЕ, РМ =[К и Р’М' =КМ. Значит, 
OL=a-+a’ u LN=6-+-bd’. Следовательно, результирующий век- 
тор ОМ, равный диагонали параллелограмма ОМММ’, построенного 
на данных вектора ОМ и ОМ’, и является геометрическим образом 
суммы комплексных чисел. 

Таким образом, чтобы иметь сумму двух комплексных чисел 
а--Ы и а’ + БЫ, изображенных в виде дзух векторов, надо гео- 
„метрически сложить эти векторы по закону параллелограмме 
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п тогда его диагональ есть вектор, изображающий сумму 
(a+ bi) -+-(a’ + D’i). 

Ясно, что этот закон распространяется на суммы какого угодно 
конечного числа комплексных чисел: 

(a+ bi) + (a’ + 8’) 4-(2" +0") + (a" + 0%). 

Если каждое слагаемое изобразить в виде вектора и приставить, 
последовательно, к концу каждого вектора начальную точку следую- 
щего, как показано на рисунке 80, то мы, приставив последний 

вектор а” --Ь”Е, придем к точке $, 
у такой, что ее аффиксом и будет 

S сумма данных комплексных чисел. 
В самом деле, результирующий век- 

a | Top OS имеет, очевидно, проекцией 
и " Ha och OX cymmMy a--a’—+-a” +a” 
.. проекций данных векторов на 

“ м эту ось и проекцией на ось ОУ 
и сумму ВЕ" --Ь" их проекций 

и a? ии на ОУ. 
„бы А так как прямолинейный путь О$, 

7 —Х очевидно, короче ломаного пути 
OM, MN, NP, PS, составленного 

Puc. 80 из прямолинейных звеньев ОМ, ММ, 
° NP, PS, To 

модуль суммы комплексных чисел меньше суммы их модулей. 
Если, следовательно, данные комплексные числа суть я, В, т, 8, 

то имеем неравенство: 

«ВЕТ «а -НВ-НРАНЫ, (9) 

    

причем равенство осуществляется лишь тогда, когда векторы &, В, 1, 5 
лежат на одной прямой, проходящей через начало О, и когда они 

направлены все в одну сторону, ибо тогда отрезок OS paren сумме 
отрезков ОМ, ММ, NP, PS. 

Формула (9) еше раз показывает, что модуль |@--М| комплекс- 
ного числа а-- М и абсолютная величина | а| действительного числа а 
подчинены одним и тем же законам. 

Вычитание. Пусть а =а-- М и а’ =а’ 4-5. Согласно фор- 
муле (П) $ 91, мы имеем: 

a—o’ =(a—a’)+(b—Dd’)i. 

Если комплексное число х изображено вектором ОМ (рис. 81) 
и число @’— вектором ОМ”, то координаты точки М суть а, 5 
и координаты точки М’ суть а’, #’. Тогда ясно, что Р’Р =а— а’
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и КМ =6— №. Значит, замыкающий вектор М’М и есть вектор, 
изображающий комплексное число (a—a’)+(b—D’)i. 

Таким образом: разность а — «двух комплексных чисел аиа 
изображается в виде вектора, имеющего начальной точкой конец 
вычитаемого а’ и конечной точкой конец уменьшаемого а. 

Так как в треугольнике ОМ”М сторона M’M имеет длину ббль- 
шую, чем разность длин двух других его сторон, то отсюда заклю- 
чаем, что 

ма |= |а|-— |9, (10 ” 
M 

ИЛИ 4 

модуль разности двух комплекс- 
ных чисел не меньше разности их мо- 
дулей. 

Равенство возможно лишь тогда, когда 
векторы а и а’ лежат на одной прямой, be 
проходящей через О, и направлены в одну are 
сторону. 

Формула (10) аналогична формуле a 
la— a’ | ==|a]—]a’| ana a6comortHEIx Be- 
личин |а|, |&’| двух действительных чи- Рис. 81 
cel an a’, 

Для оставшихся двух действий: умножения и деления, необходимо 
‘рассмотреть сначала тригонометрическую форму комплексных чисел. 

Пусть комплексное число а=а-- имеет г своим модулем 
и Ф своим аргументом. Из формул 

<<
. <”

 

oe 

~ 

- 

< | 
oe
 
eh
 

© 

    `ъ
 

а==гс0$ф, b=rsing (6) 
мы получаем: 

=r(coso-+isin 9). (11) 

Это и есть тригонометрическая функция комплексного числа. 
Умножение. Пусть 

х 

== (с05ф--190$) и @’=г (созф' 1919”). 

Составим произведение: | 

ас’ == гг’ (с0$Ф [п $) (со$Ф’-- 191”) = 

= rr’ [(cos cos 9’ — sing sin 9’) -+-i (cos 9 sin 9” +- sin 9 cos 9’)]. 

Значит, 

aa’ ==rr’ [cos(9 + 9’) +isin(o + 9’)]. (12) 

Из формулы этой следует, что гг’ является модулем произведе- 
ния ах’, а Ф-- $’ его аргументом. - 

15 Интегральное исчисление
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Таким образом, мы заключаем: 
модуль произведения двух комплексных чисел & и & равен 

произведению их модулей: 

|аае | == | + [9 | (13) 
и 

аргумент произведения двух комплексных чисел а и ©’ равен 
сумме их аргументов: 

arg aa’ == arga-targa’, (14) 

где знаком аго(а-- 61!) обозначается аргумент комплексного числа 
, b 

ам, т. е., согласно второй формуле (7), агс ig—. 

Формулы (13) и (14) распространяются на произведение не только 
двух, но и трех, четырех ит. д. комплексных чисел. В самом 
деле: . 

| cx” or и а” [==[%|. |’ aa х” | = la]. | a ye] ao a!” | = ||. | ’|. la” | |“ | 

и 

arg (aa’a"o!”) == arg a +- arg (a’a"a"”) == arg a +- arg a’ + arg (a ’"”) == 

= atrga--arga’ + arg a” + arg a” 

В частности, если все множители равны между собой, мы имеем: 

п 

[a"| == | a 
И 

аго' (а^) = п аго &. 

Следовательно, если & —= г (со$ф-- {п $), то имеем так называемую 
формулу Моавра: 

[г (созФ-Н Уп $)]" == 7" (с0о$ пФ -- [п пФ). (15) 

Формула (15) дает правило возвышения комплексного 
числа в целую положительную степень. 

п — ! 

Чтобы получить правило извлечения корня У из данного ком- 
плексного числа а (неравного нулю), где показатель п есть целый 

no 
положительный, ‘мы пишем равенство B = У <, где комплексное число 
а =: г (с05Ф-- 11$) нам дано, а комплексное число 6 =p (cos -- 

-+-isin 6) umetca. Bossoan B n-10 cTeneHb O6e yacTH paBeHcTBa B = Va, 
мы находим 8” —@, и, по формуле Моавра, 

o” (cos n6-+- isin 20) == r (cos¢- ising). (16)
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Уравнение (16) выражает равенство двух комплексных чисел, 
причем оба они написаны в тригонометрической форме. Поэтому 
модули этих чисел должны быть равны: 

р =, (17) 

а аргументы могут отличаться лишь На целое число окружностей, т. е. 

n§—o == 2rk, (18) 

где Е — целое число. 
Уравнения (17) и (18) дают решение: 

Й „— 

р=Иг, где радикал положителен, (19) 

9 — = -- oe №, где К — целое число. (20) 

` Ясно, что здесь целому числу А надо давать лишь значения 
Е = 0, 1,9, 3,..., п— 1, ибо дальше получаются иргументы 0, 
совпадающие с прежними, с точностью 
целого числа окружностей. у 

Геометрически действие извлечения 
nH 

корня У & из комплексного числа а равно- 
сильно отысканию окружности С ра- 

П — 

диуса р= У г, описанной из начала О, 
и нанесению на ней п вершин А,, Ao, 
А.,..., А, правильного вписанного 
п-угольника, причем первая вершина А, 

имеет — аргументом --, другие же — 

ф | 2 ф и т 
до последней вершины А, (рис. 82). Эти п точек А,, А.,..., А 

  

  

  
-2 ит. д., ВПЛОТЬ Рис. 82 

Qn 

п 

. в — a 

и будут всевозможными значениями корня Ух из комплексного 
числа &. Корень квадратный а изображается в виде лвухугольника 
и поэтому имеет лишь два значения. 

у 
a 

Деление. Частное В двух комплексных чисел —› данных 

в тригонометрической форме & = (с0о$Ф-- 131$) и а’ ==г' (со$Ф'’ 

-- 11$’), можно написать в тригонометрической форме 8 ==р (со$ 6 + 
-- i sin 9), 

a 
Так как из равенства — ==В следует равенство а’ ==08, то имеем: 

r’ (cos@’ +- ising’) = rp [:os(p + 9)+isin(o + 0)]. 

15*
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Отсюда следует, что г’ = гр и $’ —ф — 9 == целому числу окруж- 
ностей == 2rk, где А — целое число. 

Решая эти уравнения относительно неизвестных ри 0, мы нахо- 
дим окончательно: 

Г , = и 0=Ф—Ф. 

Таким образом, мы заключаем: 
лодуль частного двух комплексных чисел © и а равен част- 

ному их модулей: 

  

  

  

Та] (21) 
И 

аргумент частного двух комплексных чисел &’ и а равен раз- 
ности их аргументов: 

, arg (=) = arg a’ — arg a. (22) 

Учащийся замечает, что аргументы ао, arga’, ... ком- 
плексных чисел ведут себя как логарифмы: скла- 
дываются при умножении и вычитаются при деле- 
нии комплексных чисел. 

$ 93. Комплексное переменное. Комплексная величина называется 
переменной, если она изменяет, с течением времени, свое численное 

значение. Обычно комплексную перемен- 
у ную величину обозначают буквой 2, при- 

чем пишут 

Хи = х 1, (1) 

где хи у суть действительные перемен- 
y ные величины. 

Комплексная переменная величина 2 
геометрически изображается движу- 
щейся. по плоскости точкой М, аффикс 

Puc. 83 которой 2 = х--{у изменяет, с течением 
времени, свое значение, вследствие чего 

точка М изменяет свое положение, т. е. движется по плоскости, 
описывая тот или иной путь (рис. 83). 

Так как, с одной стороны, теория пределов для действи- 
тельных переменных величин вся построена на неравенстве 

праны 

0 L %
 
— 

—
 

><
   

jJa—x\<e, (2) 

rie а есть предел переменной величины х, и так как, с другой 
стороны, для комплексных чисел модуль подчинен тем же самым
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правилам, которым подчинена абсолютная величина для дей- 

ствительных чисел, то вся теория пределов строится для комплекс- 

ных чисел точно таким же образом, каким она строилась выше для 

действительных чисел. 

Более того, ее даже строить не нужно, ибо все правила и тео- 

ремы теории пределов переносятся без изменения на комплексные 
числа. 

Таким образом, 
комплексное число & есть предел комплексной 

переменной величины 2, если для любого задан- 

ного положительного числа в наступит такой момент 

времени, начиная с которого удовлетворится и бу- 

дет всегда впредь оставаться удовлетворенным 

неравенство 

ja—z| <e. (2*) 
Геометрически это означает, что движущаяся по плоскости ХОУ 

точка М, имеющая своим аффиксом комплексную переменную вели- 
чину 2, настолько с течением времени приблизится к неподвижной 
точке Д, которая имеет своим аффиксом постоянное комплексное 
число ©, что попадет в надлежащий момент времени внутрь круга С 

` 

  

      

у у 

oH (Ve 
[ Аэ-;] — }- -Х 
\ & ‹ 96, —_ | 

7 x . 

Puc. 84 Puc. 85 

радиуса ©, описанного из точки А как из центра, и будет впредь 
всегда оставаться в нем, никогда не выходя из него. Число`же в, 
служащее радиусом, может быть назначено сколь угодно малым 
(рис. 84). 

‘Следует помнить, что расстояние АМ точек А и М есть не что 
иное, как модуль разности |&«— 2]. 

Все теоремы теории пределов сохраняются и для комплексных 
переменных, в частности и понятие бесконечно малой комплексной 
величины 2, как такой, для которой имеем неравенство 

[12| <ь, (3) 
остающееся с некоторого момента всегда удовлетворенным. Значит, 
если 2 есть комплексная бесконечно малая величина, точка М (г),
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имеющая аффиксом 2, с течением времени настолько приблизится 
к началу О, что будет всегда ` оставаться в круге С радиуса в 
и центра О (рис. 85). 

Приходится лишь добавить несколько слов о комплексных бес- 
конечно больших величинах. 

Комплексная переменная величина 2 называется бесконечно боль- 
шой, когда для нее с некоторого момента будет соблюдаться нера- 
венство 

|2 > К, `` (4) 

где А — любое большое положительное число, заранее указанное. 
Геометрически это означает, что точка М(2) движется так, что 

с течением времени будет оставаться всегда вне круга С центра О‘ 
и любого большого радиуса №, заранее 

у. заданного (рис. 86). 
В действительном переменном мы 

M азличали со от — со. В ком- om Mm р + 
плексном переменном такого различия 
‘делать не нужно, и если точка М (2) 

  

  
a Хх  Удаляется в бесконечность по какому- 

g нибудь пути, мы пишем 

& > со u limz=—o, 

не задавая себе вопроса о том, ка- 
кого рода эта бесконечность. Следо- 

Рис. 86 вательно, в комплексном перемен- 
ном все бесконечности объединяются 

8 Одну бесконечно удаленную точку, потому что в плоскости 
комплексного переменного считают, что имеется только одна беско- 
нечно удаленная точка, которой мы и достигаем, безгранично уходя 
от начала О по любому пути. Поэтому, в комплексном переменном, 
плоскость ЛОТ рассматривают как сферу бесконечно большого 
радиуса, на которой точкой, диаметрально противоположной началу О, 

1 , 
служит точка со. Переменная величина -; Удаляется в оо, когда 2 

приближается к началу О, т. е. имеем: - 

] 
— >00, когда 2-> 0. 

Таким образом, в комплексном переменном со рассматривается 
как одна точка, и считают, что в нее переходит начало О, когда 

1 
мы берем преобразование 2* =, заставляющее переходить вообще 

какую-нибудь точку 2 в точку 2*, и обратно.
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Отметим, наконец, что равенство limz==a, где 2=х +; 
и «=а-- М, равносильно двум одновременным действительным равен- 
ствам: Ни х =а и lim y=). 

$ 94. Перенос теории численных рядов на комплексные числа. 
Основанная только на пределах теория численных рядов без 
изменения переносится на комплексные числа. 
Только вместо промежутка сходимости у 
—1 «< х-< --! геометрической прогрессии 
l+x+x7+ ... +x"+ ... приходится 
говорить о круге сходимости |2| < 1 про- С 
грессии На... 2 ..., гдез 
есть комплексное число: она сходится вну-. й 777 X 
три круга С радиуса 1 и центра О и pac- AT 
ходится всюду на его периферии и за нею 
{рис. 87). 

Далее, признак п’ Аламбера имеет силу 
для рядов Ши. . +t ий... Рис. 87 
< комплексными членами и, если имеем 

lim | бт | 

п оо . | Ly | 

ф > Ти представляет неопределенность при р=1. 

  

  
=p, то ряд сходится, когда р< 1, расходится при 

Наконец, ряд с комплексными членами ии... и. 
сходится, если сходится ряд модулей его членов |1, |--|4›|--.. 

. и, |-Н... Такие ряды -ни.-- ... по-прежнему называются 
абсолютно сходящимися. Их свойства остаются прежними. 

$ 95. Понятие функции комплексного переменного. Когда 
имеем две переменные комплексные величины 1 = и миг=х-1у, 
связанные между собой тем условием, что при 
постоянстве 2 сохраняет постоянное значение 
и ®, а при изменении 2 изменяется и <, тогда перемен- 
ную величину % называют зависимой переменной или функцией 
от 2 и пишут 

to и == 1 (2). (1) 

Переменное 2 в этом случае называется независимым пере- 

менным. 
Функции у == /(х) действительного переменного задаются обычно: 

или на всей оси ОХ, или на отрезке, или в промежутке. Аналогично, 
функции < = f(z) комплексного переменного задаются: или на всей 
плоскости комплексного переменного, или внутри какой-нибудь 
замкнутой линии С, включая контур, или только внутри С, самый 
контур исключается при этом (рис. 88), 

Обычно кривые берутся имеющими непрерывно перемещающуюся 
по ним касательную прямую (так называемые «гладкие кривые») ИЛИ 

контуры, состоящие из конечного числа гладких дуг («криволинейные 

многоугольники»).
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В комплексном переменном нельзя упускать из вида того важного 
обстоятельства, что мы не можем здесь иметь цельного 
геометрического образа функции =] (2), но нам до- 
ступны лишь его разрозненные части. Причина этого заключается 

    
        

у у 

| 

6 
M 

|: 
| 

_ X . X 
0 x 0 P 

^ Рис. 88 Рис. 89 

в следующем: в действительном переменном цельным геометрическим 
образом функции у == (х) является кривая линия у = } (х), начер- 
ченная на плоскости ХОТ (рис. 89). Она служит объединяющим 
синтезом представления двух разрозненных осей ОХ и ОУ (рис. 90), 
по которым движутся точки М(х) и А(у), когда изменяется незави- 
симое переменное х и когда вследствие уравнения у=/(х) 

  

Рис. 90 

должно изменяться и зависимое переменное у. Объединяя эти две 
разрозненные оси в имеющемся у нас представлении пло- 
скости, мы получаем цельный образ кривой (рис. 89), уже совер- 
шенно не зависящий от времени и вполне характеризующий дан- 

ную функцию у ==] (х). 
В комплексном же переменном, хотя и имеем дело с одной функ-‘ 

цией % = / (2), но здесь у нас уже четыре действительные перемен- 
ные, ибо мы имеем м —= и № и #=х- у. Поэтому для геомет- 
рического изображения нам нужны четыре действительные оси ОХ, 
ОУ, ОИ и ОУ, т. е. необходимо пространство четырех измерений. 
А так как мы не имеем непосредственного представления такого 
пространства, то нам недоступен и синтез четырех указанных осей, 
и, значит, мы не имеем геометрического цельного образа функции 
и —= (2) комплексного переменного. Вместо этого нам приходится 
довольствоваться двумя разрозненными плоскостями ХОУ и ПОУ,
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причем на первой из них изображается изменение независимого пере- 
менного 2, а на второй — изменение зависимого переменного < (рис. 91). 

у у 

Aww ый 

у 

0 u т Хх Х         
Рис. 91 

_$ 96. Непрерывность функции комплексного переменного. 
Непрерывность эта определяется таким же образом, как и в действи- 
тельном переменном. Функция = /(2) называется непрерывной 
в точке 2, если будет удовлетворено неравенство 

[У (2) —/ (25) | <= (1) 

всякий раз, как удовлетворяется неравенство 

12—25] < 1, (If) 

где положительное = произвольно задается, а положительное 1 надле- 
жащим образом подбирается для заданного :. 

у у 

  2 т -* 
Рис. 92 

    
Геометрически это означает, что точка ®, где %9=—=](2), пло- 

скости зависимого переменного остается в круге Г радиуса в, описан- 
ном из неподвижной точки %, == (25), как из центра, когда 
точка 2 остается в круге С радиуса y, описанном из точки 25 как 
из центра (рис. 92).
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Приращение Аж функции % = (2) определяется так же, как и 
раньше, т. е. равенством 

Aw = /(2--А2) — f (2), (1) 

roe Az==-Ax-+iAy ecTb приращение независимого переменного 2, 
а` Ак —=Аи-—- {Ао есть приращение функции. 

Геометрически, приращение А есть вектор, исходящий из 
точки 2 и кончающийся в (близкой) точке 2-- Аг (рис. 93). Не- 
прерывность функции /(2) в точке 2 означает, что приращение 
функции А =} (2-- Аг) — {1 (2). делается бесконечно малым, когда 

у у 

      
Рис. 93 Рис. 94 

приращение А2 независимого переменного 2 бесконечно мало, ибо 
неравенство (Г) переписывается в виде 

|f(z+ Az) — f(z)|<e, (№) 

а неравенство (П) переписывается в виде 

|Az| <7, (II*) 

когда мы пишем начальную точку 2,5 просто в виде 2, а близкую 
к 2 точку 2 в виде 2 |-Дг.. 

Все теоремы о непрерывности, поэтому, остаются в силе, 
в частности, теоремы о равномерно сходящихся рядах чепре-_ 
рывных функций и. (2) -- и (2)... Ни, (2) ..., а именно: 
если этот-ряд составлен из функций комплексного переменного д, 
непрерывных внутри замкнутого контура С (рис. 94), включая его 
периферию, и если этот ряд равномерно сходится внутри С, со 
включением самого контура С, тогда сумма }{(2) этого ряда есть 
непрерывная функция внутри С со включением самого С. 

$ 97. Производная и моногенность. Определение производ- 
ной функции комплексного переменного остается прежним. 

Мы говорим, что функция ® —= (2) комплексного переменного . 
2 имеет производную в точке 2, если отношение 

f (2+ 4z) — f(z) 
Az
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стремится к вполне определенному единственному предглу, 
когда приращение Az независимого переменного стремится 
к нулю независимо от того пути, по которому Az npu- 
ближается к нулю. 

Когда функция /(2) имеет производную в какой-нибудь точке 2%, 
тогда функцию /(2) называют моногенной в точке 2, а саму про- 
изводную продолжают обозначать обычным образом через /” (20). 
Таким образом, если рассматриваемая функция моногенна в точке 2, 
мы пишем: 

lim 
Az>0 

Ler Re) FE) (2), (Г 

Ясно, что моногенная функция в точке 2 автоматически является 
непрерывной в этой точке, ибо написанное в числителе прираще- 
ние f(z-+ Az) — f(z) функции обязано быть бесконечно малым, 
когда А2—0. 

Функция }(2), моногенная в каждой точке 2, лежащей внутри 
замкнутого контура С, называется моногенной внутри С. 

$ 98. Сохранение формул дифферевциального исчисления. 
Все теоремы о дифференцировании функций и, что важнее всего, 
все формулы дифференцирования алгебраических выраже- 
ний (часть [, гл. УП, $ 57) остаются в полной сохранности, будучи 
перенесенными на функции комплексного переменного. В частности, 
остаются в прежней силе формулы производной суммы, разности, 
произведения, частного, функции от функции и обратной функции. 
По-прежнему производная постоянной равна нулю и производная 
независимого переменного 2 по нему самому равна 1. 

Отсюда вытекают сразу же весьма важные следствия. 
1. Всякий многочлен Р (2), Р(2) = ш-На:2- ... а,2", есть 

моногенная функция в каждой конечной точке 2 плоскости. 

2. Всякая рациональная функция ов 

Р (2) = -аг--... а, Q(2)=—=+02+ ... +0,2", 

есть моногенная функция всюду, кроме корней уравнения О (2) =0, 
в которых моногенности может и не быть. 

3. Всякая алгебраическая функция (2), определенная уравне- 
нием Р(2, 4) =0, есть моногенная всюду, кроме конечного числа 
точек. Здесь Р (2, &) — многочлен от 2 и %. 

Таким образом, имеется бесчисленное множество моногенных 
функций от 2, но все они алгебраические. Чтобы иметь 
трансцендентную моногенную функцию, необходимо рассмотрение 
степенных рядов.
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$ 99. Степенные ряды. Коэффициенты степенного ряда 

а- аа2- 2... + a,27-+ ... (1) 

суть, вообще, комплексные числа и 2—-комплексное переменное. 
Для степенных рядов с комплексным независимым переменным = 

сохраняется доказательство теоремы Абеля ($ 80), которая поэтому 
получает такую формулировку: 

если степенной ряд (1) сходится в какой-либо точке 2, то 
он будет сходящимся с силой геометрической прогрессии внутри 
всякого круга, имеющего своим центром О, а радиусом |2.|— в, 
где = сколь угодно малая фиксированная величина. Если же 
степенной ряд (1) расходится в точке 2, он будет расходя- 
щимся всюду вне круга |2|«|25|, #60 его члены вне этого 
круга не могут стремиться к нулю (рис. 95). 

<= 

<
 

  

  

    

  

Рис. 95 Рис. 96 

Из этой теоремы вытекает как следствие: 
для всякого степенного ряда (1) имеется такой круг С центра О 
и радиуса о, что внутри него степенной ряд будет всюду схо- 
дящимся, а вне его всюду расходящимся. 

Этот круг С называется кругом сходимости степенного ряда (1). 
На самой окружности сходимости С поведение степенного ряда 

неопределенно, ибо она (окружность) может содержать как точки 
сходимости, так И точки расходимости. 

Из того факта, что степенной ряд (1) равномерно сходится и 
на периферии всякого круга С“, концентрического кругу сходи- 
мости С и радиуса р” (рис. 96), меньшего, чем радиус схоли- 
мости р, следует непрерывность суммы }(2) степенного ряда: 

F(Z) = + 4,2 + 92+ ... а," -- ose (2) 

внутри круга сходимости С.
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Но гораздо более важной является первая (прямая) meo- 
рема Коши. Сумма 1(2) степенного ряда моногенна всюду 
внутри круга сходимости С этого 
степенного ряда. у 

Доказательство. Пусть сте- 
пенной ряд (2) имеет радиус сходи- 
мости р, р>0. Круг сходимости С 

  

ряда (2) имеет центром О и ралиу- > А Я 
сом р (рис. 97). Пусть 2’есть какая _ oA 
нибудь фиксированная точка внутри 01 7 749 x 
этого круга. Тогда очевидно, что имеем 
|2| «р. Обозначив модуль комплекс- 
ного числа 2 через г, |2| =, мы по- 
лучим г «р. Поэтому к числу г можно 
прибавить столь малое положитель- Рис. 97 
Hoe 6, 8>0, чтобы мы продолжали 
иметь неравенство г+-8 «р. Так как точки ги г-- 8 находятся 
внутри круга сходимости С, то ряды с положительными членами 

  

Ха," и а, | (8 

сходятся. Вычитая из второго ряда первый, мы имеем сходящийся 

ряд с положительными членами 

< ъ)" — „п 
Уре. =, 

n=0 

Разделив на наше фиксированное положительное 8, мы имеем 

по-прежнему сходящийся ряд с положительными членами 

5 

oO 

(из) — и 
| а, | ° 

который можно переписать в виде: 

У 1а, | - {п nrn- 14 2 n(n—1) n- B+... eR |. (3) 

n=O 

f (2+ Az) —f (2) 
Если мы теперь составим выражение Az   » TO OHO Ha- 

пишется в виде сходящегося ряда: 

f (z+ Az) —f(z) -У. ем 

Аг Az ? r
e
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который можно перенисать в виде: 

f(z + Az)—F (2) __ 
Az 
  

— у an паи Эл Az+ ... + (Azyr—} (4) 
n=l 

Сравнивая ряды (3) и (4), мы замечаем, что, в силу равен- 
ства |2|=г и когда Ах, стремясь к нулю, удовлетворит неравен- 
ству |А2| < 8, ряд (4) есть правильно сходящийся при фиксирован- 
HOM 2 и при Да, стремящемся к нулю. В самом деле, при |А2| < 5 
ряд (4) имеет своей мажорантой численный ряд (3) с положитель- 
ными неизменяющимися членами. Поэтому ряд (4) есть равномерно 
сходящийся, когда Д2->0, и изображает непрерывную функцию 
от приращения А2, имеющую предельной величиной при А2->0 
сходящийся ряд 

. оо 

Ха, . п. 27-1. 
nx=Q 

Поэтому, заставляя А2 стремиться к нулю по любому пути, мы 

видим, что сумма ряда (4), т. е. отношение Е, стре- 

мится К вполне определенному пределу, каковым является сумма 

oO 

  

абсолютно сходящегося ряда > na,2"-2, Следовательно, f(z) ecTb 
n=O 

моногенная функция в точке 2, и при этом мы имеем равенство 

© 

у —_ fiw 5 Г’ (г) Zea y? , (5) 

говорящее о моногенности сумм степенных рядов в круге их сходи- 
мости и о возможности их там почленно дифференцировать. 

Ч. Т. д, 
Эта важная теорема Коши служит источником образования бес- 

численного множества новых и новых моногенных функций \. 

  

‘ Получать моногенные функции вовсе не столь просто ‘и легко, как 
зто кажется на первый взгляд. Начав образовывать какую-нибуль функ- 
цию 7/(2) не оперативным способом над самим независимым перемен- 
НЫМ 2, а при помоши специальных условий и соглашений [как это обычно 
делают, определяя функции действительного переменного ] (х)], мы чаще 
всего попалаем на немоногенные функции. Например, переменная 
величина = х—{у есть, очевилно, непрерывная функция комплексного 
переменного г = *-+ /y, HO OHA немоногенна ни в какой точке г. Чтобы 
получить моногенную функцию, должны быть соблюдены многие усло- 
вия. Поэтому-то первая (прямая) теорема Коши и имеет такую важность, 
являясь надежным способом получать только моногенные функции.
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Но еще более важное значение имеет вторая (обратнся) теорема 
Коши, смысл которой тот, что этим способом можно получить все 
моногенные функции, не пропустив ни одной из них. 

Точная формулировка этой важнейшей из всех теорем следующая. 
Вторая (обратная) тгорема Коши. Всякая функция }(2), 

моногенноя в каждой точке 2, лежащей внутри круга Г ра- 
диуса Ю с центром 2=0, есть сумма степенного ряда 
Oy t+ az 4,22-- ,.. + a,2"-+ ..., заведомо сходящегося внутри 
круга Г (рис. 98). 

Эта теорема — одна из самых важных в математическом анализе 
и ее следствия — неисчислимы. Но самое доказательство этой тго- 
ремы в настоящее время еще не упрощено в такой мере, чтобы его 

  

  

      

у у 
| 

yO 4 aN 
/ 

|/= 
| 2/44? _ _ 

| т \ a 
/ 

\Q и 
7 > Х 

Рис. 98 Рис. 99 

можно было изложить в нашей книге. Поэтому мы ограничиваемся 
здесь доказательствами лишь непосредственных ее следствий. 

Следствие |. Имеется тождество между, с одной 
стороны, функциями f(z), моногенными внутри круга Г 
с центром 2==а и радиусом К, и, с другой стороны, функ- 
циями, разложимыми в сходящиеся в этом круге степенные ряды 

by + 6, (z— a) +b, (2 — a+ ... +0, (2—a)"+ .. 

Доказательство. Степенной ряд 

bg -+ 6, (2 — а НВ. (2 — а... +O, (@ — a)" +... (6) 

получает вид ряда: 

b+ bS+-b0-+ ... +b,0¢+..., (7) 

когда делаем замену переменного 2 переменным & посредством фор- 
мулы 2—@=6 (рис. 99). Эта формула показывает, что переменный
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вектор ОМ есть сумма постоянного вектора ОА и переменного век- 
тора АМ, причем аффиксом точки М служит & и аффиксом 
точки. А —— постоянное комплексное число а. Поэтому новое ком- 
плексное переменное & изображается вектором АМ. Так как степен- 
ной ряд (7)`имеет определенный круг сходимости С радиуса р и 

центра А, то первоначальный степенной ряд (6) сходится внутри С 
и расходится снаружи С. Радиус р есть радиус сходимости ряда (6). 

В силу первой (прямой) теоремы Коши, сумма Ф(б) степен- 
ного ряда (7): 

  

ФО =... Е е-... (7") 

есть моногенная функция относительно © внутри круга сходимо- 

сти С, как имеющая комплексную производную по &, Ф’ =. 

Переходом на старое комплексное переменное & == & — а мы получаем 
функцию /(2) =Ф(2—а) комплексного переменного 2, являющуюся 
суммой степенного ряда (6): 

| 1 (2) =Ф(2— а) = 

= by+ 6, (2—a)+ b(z— ays ... 6 (2 а”... (6°) 

внутри круга сходимости С. И так как по теореме дифференциро- 
вания функции от функции мы имеем: 

  

у _ af(z) _ аФ(9 aq / а! лее 9. О. (2 — д) 
то отсюда мы заключаем, что }(2) моногенна по 2 внутри круга 
сходимости С. 

Мы доказали прямое предложение, а именно: если функ- 
ция 1(2) служит суммой степенного ряда (6) вну- 
три его круга сходимости С, то тогда }{(2) есть моно- 
генная функция по букве 2 внутри этого круга С. 

Докажем теперь обратное предложение: если функция /{(2), 
данная нам каким-нибудь способом, оказалась 
моногенной относительно 2 внутри некоторого 
круга Г радиуса КРК и центра 2=а, то тогда такая 
функция f(z) служит суммой степенного ряда (6), 
наверное сходящегося внутри Г, а может быть еще 
и вне его, т. е. в круге сходимости С большего ра- 

диуса р, р> К. 
В самом деле, если f(z) моногенна относительно 2 внутри Г, 

то, полагая 2==а--*, получим функцию f(a-+C), моногенную 
в круге радиуса Ю и центра $=0. Отсюда, применив вторую
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(обратную) теорему Коши, мы видим, что }(а---) есть сумма 
степенного ряда (7) 

ЕСН... Ро ..., (7) 

наверное схолящегося внутри круга радиуса Ю и центра 6 ==0. Зна- 
чит, имеем равенство: 

fie+9)=5+60+6,2+ ...4+6,0-+... (7**) 

Tlenan B Hem C== z—@, MBI NOMYuaeM PaBeHCTBO: 

f(z) =b +4, (2—a) +}, (2—aP-+... +5, (2—a?+ ..., (6°) 

которое мы и хотели иметь. 
Заметим, что круг сходимости С ряда (6") не обязан быть 

тождествееным с кругом Г, но может быть и много больше его. 

Примечание. Функции, являющиеся суммами степенных рядов 

bo + Oy (2 — а) -+ 85 (2—2) --...- 6, (2—а”-... 

в их кругах сходимости, называют аналитическими функциями. Таким 
образом, следствие 1 говорит о тождественности понятий моногенная 
функция и аналитическая функция внутри какого-нибудь круга. 

Следствие 2. Моногенная функция }(2) внутри какого- 
нибудь замкнутого контура К есть безгранично дифференцируе- 
мая функция всюду внутри К. 

Доказательство. В первой (прямой) теореме Коши было 
доказано, что всякий степенной ряд 

ааа а, eee + 4,2" 4- oe es 

имеющий кругом сходимости круг С радиуса р и центра г =0, 
имеет свою сумму {(2) моногенной внутри С, причем ее производ- 
ная ]’(2)равна сумме почленно продифференцированного перво- 

начального ряда, т. е. имеем равенство: 

Г’ (2) = a, + 2a,2 + 3a,2? +- ... + na,2"-* +- ee (8) 

Таким образом, продифференцированный ряд (8) наверное схо- 
дится внутри круга С и имеет своей суммой Ё(2). А так как 
ряд (8) есть степенной и сходящийся внутри С, то`к нему пол- 
ностью применимо все только что сказанное. Это означает, что 
первая производная ]’(2) есть функция, моногенная внутри С, и 
что ее производная }”(2) получается почленным дифференцирова- 
нием ряда (8), т. е. 

Г" (2) ==2а.+3-3а:2- ... + n(n— la, 2"? + ..., (9) 

причем этот ряд наверное сходится внутри С. 

16 Интегральное исчисление
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Повторяя еще раз сделанное рассуждение, мы убеждаемся, 
что }”(2) моногенна внутри С и что ее производная }"” (2) полу- 
чается почленным дифференцированием ряда (9), что дает 

Г" (2) =1.2. За; ... + п(т— (и — 2) а, 2-3 ..., (10) 

причем этот степенной ряд опять сходится внутри круга С, и так 
далее безгранично. 

Таким образом, cyMMa f(z) степенного ряда 

1 (2) =щ-на.2-Н а... -На,--... 

безгранично дифференцируема внутри его круга сходимости. 
Отсюда сразу же вытекает, что сумма /(2) более общего сте- 

пенного ряда 

f (2) =b) +6, (2 —a) +5,(2— a+... +6, (2—a)"... (11) 

GesrpaHHuHO дифференцируема внутри его круга сходимости С, ибо, 
при помощи подстановки 2 =а--6, мы преобразуем предыдущее 
равенство в 

flatOD=hbottott... tot... 

которое показывает, что функция f(a-+-©) безгранично дифференци- 
руема по & внутри круга сходимости С. И так как имеем, очевидно, 

  

у 47 (г) _ df(a+% . 46 
а dG 42 ^^ 

__ af а (а +5. 
~~ aC? 

df (z) — 49 (2—0 
dz? 47 , 

a f(z) _ af (a-+-%) ‚... ИТ. Dey 

  

ао dts 

  Х то аналитическая функция f(z) 
безгранично дифференцируема по 2 

Рис. 100 внутри круга сходимости С ее 
степенного ряда (11). 

Пусть теперь {(2) — моногенная функция внутри некоторого 
замкнутого контура К. Пусть 2 — какая-нибудь точка, лежащая вну- 
три К. Ее всегда можно покрыть некоторым кружком Г, лекащим 
целиком внутри К и имеющим центром постоянную точку а (рис. 100). 
Так как f(z) MOHOreHHa внутри круга Г, то она есть аналитическая 
внутри Г и, значит, имеет все производные (2), }" (2), |” (2), . 
в точке 2. А это и доказывает безграничную дифференцируемость 
банной функции }(2) в точке 2. 

 



$ 100 РЯД ТЕЙЛОРА И ЕГО КРУГ СХОДИМОСТИ 243 

$ 100. Ряд Тейлора и его круг сходимости. Если имеем сте- 
пенной ряд 

ааа... ат... =) 
схопящийся в круге Г радиуса Ю и центра 2==0, то из равен- 
ства (1) и из формул (8), (9), (10) предыдущего $ следует, что 
fO=—a, fi (O)=1-a, Л" (0) =1-2-а., ]” (0) =1.:2.3. 4%, ... 

и вообще - 
1") (0) = nla,. 

Из этого равенства следует формула Маклорена 

(п) (0 

т” (2) 
и, следовательно, степенной ряд (1) есть ряд Маклорена: 

  

у’ (п) 

fQ=fO+ FO 24 FO 24 ...4 502 4.... 0 

Следовательно, „ 
моногенная функция }(2) в круге Г радиуса К аи центра О 

разлагается в степенной ряд единственным образом, ибо его 
коэффициенты определяются по формулам Маклорена, т. е. 
через величину функции }(2) и всех ее производных }’ (2), Г" (2), 
{” (2),... в одной только точке 2=0. `Этот ряд Маклорена 
заведомо будет сходящимся в круге Г, а может быть, в кон- 

центрическом круге еще большего радиуса. 
Возьмем теперь функцию /(2), моногенную в каком-нибуль 

круге Г радиуса Ю и центра 2=а. Мы уже знаем, что такая 
функция / (2) разложима в более общий степенной рял: 

f (2) = by) +6, (2— a) +8: (2 —ayr+...4+6,(2—a)?+. 

(3) 

заведомо сходяшийся в этом круге Г. Делая преобразование пере- 
менного 2 по формуле 2г=а--", мы превращаем общий ряд (3) 
в обычный степенной ряд: 

(==... Но... (4) 

сходящийся в круге радиуса К и центра $ =0 и являющийся, как 
мы видели, рядом Маклорена для функции Ф (°). Это означает, что 

  

его коэффициенты 4, 0, 65... определяются по формулам 
Маклорена. 

__ __ $’ (0) $” (0) | @'”) (0) 
== @ (0), i= Op п — п’ eee 

16:
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Но так как имеем, очевидно, 

ФО = (а =] (2), ФО = (2),..., $09 = (2), 

то, полагая © —=0, имеем 2=аи 

00) = f(a). (5) 
Поэтому имеем для определения коэффициента 2, формулу 

Тейлора 

» —L°@ 
| т _ 

и, следовательно, общий степенной ряд (3) есть не что иное, 

как ряд Гейлора: 

fQ=f@+F© e@—an+ 5% —or+ t+ 

  

4 f'@ 9) (g —а"-+.... (II) 

заведомо сходящийся внутри круга Г радиуса К и центра 
а к заданной функции }(2), моногенной внутри Г. 

Теперь спрашивается: каков круг сходимости С ряда Тей- 
Aopa (il)? 

Если данная функния f(z) MOHOreHHa BCIOAY BHYTPH 3aMKHYTOFO 
контура К, то круг Г можно увеличить до размера круга Г’, 

еще находящегося внутри контура 
у (рис. 101) К, но уже прикасающе- 

гося изнутри к контуру К. Схо- 
димость ряда Тейлора (П) внутри 
такого круга Г” гарантируется пред- 
положенной моногенностью функ- 
ции (2) внутри Г’. Дальнейшее 
увеличение круга Г” может не со- 
стояться, если функция /(2) не до- 
пускает моногенного расширения за 
ближайшей к кругу Г’ частью кон- 
тура К. Но чаще всего круг сходи- 

a Х мости С больше круга Г’ (рис. 101). 
В этом случае функция /(2), рас- 

Рис. 101 сматриваемая раньше только внутри 
контура К, допускает моногенное 

расширение так, что прежняя часть функции ](2), находящаяся 
внутри контура К, и новая пристроенная часть этой функции, опре- 
деленная в выступающей доле круга сходимости С, образуют одно 
целое, в смысле моногенности, дающееся суммой ряда Тейлора (П} 

в его круге сходимости С. 
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То обстоятельство, что за кругом сходимости С ряд Тейлора 
расходится, показывает, что на окружности этого круга имеются 
точки, за которые уже невозможно произвести моногенное рас- 
ширение рассматриваемой функции }(2г). Такие точки называются 
особыми для моногенной функции f (2). 

Чаще всего моногенная функция (2) дается так, что о всех ее 
особых точках мы зарёнее имеем отчетливое представление. В этом 
случае определить радиус сходимости р ряда Тейлора очень просто: 
нужно найти ближайшую особую точку к точке 2=—а и про- 
вести через нее окружность С, имеющую центр в точке 2==а; 
этот круг С и будет кругом сходимости разложения в ряд 
Тейлора в точке 2==а рассматриваемой функции f (2). 

Это и есть знаменитый принцип функций комплексного пере- 
менного, освобождающий нас от ставшего ненужным исследования 
остаточного члена ряда Тейлора (см. 8 84). 

Пример. Функция действительного переменного безгранично. 
1 

1+ x3 
дифференцируема по всей оси ОХ, но разлагается в ряд Маклорена: 

1 1 == — |— x2 4— х8 $— х10 . —1)7 х7 р... Tat Ia L— x2 x4 — x6 1 x8— x14, + (— 1)? x4...   

сходящийся лишь в промежутке сходимости (—1, --1). Указать истинную 
причину этого. 

Решение. С точки зрения действительного переменного понять это не- 

возможно, ибо функция | а безгранично дифференцируема вдоль всей 

оси ОХ. Но объяснить промежуток сходимости (—1, 1) с точки зрения. 
комплексного переменного чрезвы- 
чайно легко. Именно, функция ком- у 

плексного переменного — Ta He Г 

моногенна только в двух точках, ко- ys 
торые обращают знаменатель ее /, © 
в нуль, т. е. при 1--2*-=0. Эти C b P 
точки суть 2 = Ри 2= — 1. \ 
В них функция становится бесконеч- / `` 

a } ностью. Во всех же других точках 
она моногенна. Поэтому разложе- -7 117 +] 
ние Маклорена: 1— 22 -- 24 — 268 -|- \ 

  

1 
28 —..., аю ее НК И ыы 5 - дающее функцию 3, — 

имеет круг сходимости С, упираю- м 
щийся в особые точки -+-iu —i. 
Если бы мы разлагали эту функцию 
в какой-нибудь точке @ действитель- Рис. 102 
ной оси, то получили бы ряд Тейлора, 
сходящийся в круге С* радиуса р, упирающимся в особые точки +ри—Г 

(рис. 102). Поэтому р = УТ- 21 и интервал сходимости этого ряда. 

Тейлора (в действительном переменном) будет (a—Y1-+ а, at+tYVi + a). 
Предвидеть это можно только при помощи комплексного переменного. 
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$ 101. Показательные и тригонометрические функции с ком- 
плексным переменным, Если функция /(2) комплексного перемен- 
ного разлагается в степенной ряд: 

Р(2) = ща а... 4,2. ..., (1) 

схолящийся для всякого действительного или комплексного числа 2, 
тогда такую функцию /(2) называют целой функцией. Целая функ- 
ция моногенна во всей плоскости. Простейшими примерами служат 
многочлены Р(2), содержащие только конечное число степеней 5, 
ибо коэффициенты при остальных степенях суть нули. 

Но кроме многочленов имеются еще и другие целые функции, 
‘содержащие в их степенных рядах бесчисленное множество членов 
с коэффициентами, отличными от нуля. Это так называемые целые 
трансцендентные функции. 

С такими тремя целыми трансцендентными функциями мы уже 
познакомились (см. 5 84), ибо разложения: 

х x? x" 
eal apt opt ee bap bh eee и 

; x3 xe x? sink == xX — 3p +a apt ee. (3) 
x xa xe 

cosx =) ar er “ 
которые мы тогда рассматривали лишь для действительного пере- 
менного х, оказались сходящимися для всякого действительного х. 
Поэтому ряды эти должны быть сходящимися и для каждого ком- 
плексного значения 2, когда мы вместо буквы х напишем букву 2. 
В самом деле, если`бы какой-нибуль из этих рядов расходился для 
некоторого комплексного значения 2, то этот ряд был бы наверное 
расходящимся за кругом радиуса |2,| и, значит, не мог бы оказаться 
хходящимся по всей действительной оси ОХ. 

Итак, ряды 

_ © п < п+1 > п >= ИЕ У! (— п 2" 
>. п! ‚У ТУ яой 240 — "ви 
д=0 п =0 n=9 

сходятся для всякого комплексного = и, следовательно, являются 
разложениями некоторых трех целых трансцендентных функций, 

которые мы будем обозначать по-прежнему соответственно через е?, 
Sin 2 HW COS 2. 

Таким образом мы пишем: 
со „п | co ee 

2" = ar sinz = (— 1 ay i? 
n=0 П=0 

gen 

cos z= ¥(—1y От (5)
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Из этих равенств вытекают все свойства показательных и триго- 
нометрических функций. 

Так, дифференцируя ряды почленно, мы немедленно получаем, 
как и для действительного переменного: 

2 ог dsinz __ 4 COS 2 
— cos2, 0 ——— = — $02. 

dz- ) dz , dz 2 

Далее, для 2’ фиксированного, функция е2+2 есть моногенная, 
везде от буквы 2. Дифференцируя, имеем 

det _ цей 4(24 г) 
dz ad(z+2”*) dz 
  — е2+2*. | — е2+2*, (6): 

Следовательно, функция 22" при дифференцировании по 2: 

aM (C247) eres 
d2t . ® 

Разлагая е?*+2* в ряд Маклорена, имеем: 

оо ad” (e2+*") 
==0 

сохраняется, и, значит, вообще, 

  

у | dz" -У ум 2=—  12=0. 
24-2* — e ni e п meee 

п=0 

oO 

~ ew, "У zn 2” o2 2 
=2 ‘ n — в! = é é — é С ® 

Таким образом, мы получили основное свойство функции е2^,. 
выражаемое равенством 

ert = 62. е?", (7) 

где 2 и =" — два произвольные комплексные числа. 
Из равенства (5) мы непосредственно имеем: 

cos(—z)==cosz, sin( — 2) = — Яп2, (8) 

e# —-cosz-+isinz, e~ 7 == cos z— isin z, (9): 

Отсюда, складывая и вычитая равенства (9), мы приходим 
к самым основным формулам, впервые открытым Эйлерол: 

21| р-2 zi ai 
е + е ; е —е 

cos2== a И $ =. (10) 

Наконец, если мы положим 2=х-1у, где х и у суть дей- 
ствительные переменные, то имеем: 

е2 — е*т1У == е*. е/5 = е* (со у Рэп у). (11)
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Из этой формулы следует, что модуль выражения 2& равен е* 
а аргументом служит просто у: 

t 

| 22| =е*, arge*?=y. 

Так как, е* никогда не обращается в нуль ни при каком дей- 
ствительном х, то функция ег? не обращается нигде в нуль. 

Заметим, что из (9) следует, что е2 —1. 
Поэтому 

e — 62. | — е2-2 — etter 

Значит, показательная функция е* есть периодическая функция 
с чисто мнимым периодом Эт. 

$ 102. Гиперболические функции. Обычные тригонометрические 
функции: синус, косинус, тангенс являются прямолинейными отрез- 
ками РМ, ОР и АО, построенными для окружности (рис. 103), урав- 
‚нение которой есть х?-- у? —=1. При этом, угол ф можно измерять 

  

  

    

у 

\. | 4, 

Ме \N | 4 

—_ р \ A р 

й РА * Ue ANN 

fr < 
/ © 

Рис. 103 Рис. 104 

‘не только дугой АМ, но и удвоенной площадью кругового сек- 
тора AOM, так что, полагая 2 площ. АОМ==$, мы имеем 
РМ = те, ОР =‹со0$Ф, АЦ = ю. 

Аналогично, если вместо окружности х?-- у? —=1 возьмем равно- 
стороннюю гиперболу х?— у? =1, то для нее можно провести 
такие же прямолинейные отрезки РМ, ОР и АО (рис. 104), какие 
мы проводили раньше для окружности, и можно назвать их`соот- 
ветственно гиперболическими синусом, косинусом и тангенсом. 
При этом за аргумент берут удвоенную площадь гиперболического 
сектора АОМ; обозначая этот аргумент через ф, пишут: РМ = 315, 
ОР = снФф и АО =. 

Нашей целью является получение рядов aaa sh 9, сиф и уста- 
новление связи с тригонометрическими и показательными функциями 
при помощи мнимостей.
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Введя обозначение координат точки М буквами х и у, мы можем 
написать равенство: 

плош. ДОМ —= площ. РОМ — площ. РАМ. 

Но площадь РОМ = .ОР.РМ = 2) VT 

xz x 

Площадь же РАМ = Г у ах = f V2—1 @, ибо из уравнения 

1 1 

гиперболы х? — у? =1 следует, что y= VP 1, и надо еще при 
этом, во избежание недоразумений, обозначить переменное интегри- 
рования не буквой х, но другой буквой, например буквой Г. 

Итак: 
х 

площ. AOM = 5 xV@—1— [ VP—Tat. (1) 
1 

Обращаясь теперь к формуле ХХГ таблицы основных 
интегралов (см. $ 8), мы видим, что неопределенный интеграл. 
берется до конца: . 

Гу=—= i dx =5Ve—1— 45 In(x-- V x?— 1)-+C, 

Поэтому определенный интеграл равен: 

x 

[V@—Ta=[Sve—i—-ftine+ve—if = 
1 

= Vx 1 — 4 n(x + Vx —1). (2). 

Подставляя найденную величину определенного интеграла в фор- 
мулу (1), имеем: 

площ. АОМ =: (x+-V x?—1), 

2 nou. AOM =o = In(x + YV x?— 1) = In(x-+ y). (3) 

Отсюда следует, что 

—¢=in( ) = In (x — Vx? =I) = In — y). 1 

ху —1 

Поэтому 

Хх ye? un х— у==е-?.
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Складывая и вычитая, находим: 

ef +e? e? —e? ee SE Fg ye Se” 
2 2 

И так как ОР =сиф и РМ ==з31$, то окончательно получаем: 

pe? $41 р-® 
об, ско 2 re (4) 

2 2 

Что же касается отрезка А@, то он определяется из пропорции 

AQ _ РМ __ —__ . 
4 = Ор» И ТАК как ОА —1, а АФ = Шф, то имеем: 

sho _ е—е?® 
СП g? ten?" 
  th o = (5) 

Полученные формулы (4) и (5) выражают гиперболические 
функции зНф, сИф и the через показательные функции при дей- 
ствительном значении аргумента QQ. 

Сохраняя те же формулы (4) и (5) при всяких значениях аргу- 
мента как действительных, так и комплексных, мы должны на- 

писать: 

ей — е-—? её? |- е-? sh z er — e~* 
shz=——y—_» chz= 5 the= ae per (©) 

\ 

Если мы теперь обратимся к формулам Эйлера [101, (10)], то 
немедленно замечаем, что 

shz= i ‚ chz=—cosiz, th gan BE. (7)   

Можно поэтому сказать, что гиперболический косинус спг на 
действительной оси есть нё что иное, как обычный тригономе- 

трический косинус на мнимой оси, а гиперболические синус и 
тангенс суть обыкновенные синус и тангенс на мнимой оси, раз- 
делгнные на i. 

Формулы (7), выражающие гиперболические функции через обыч- 
ные тригонометрические, позволяют сделать и обратное, т. е. 
выразить обычные тригонометрические функции через гиперболиче- 
ские. Это важно для того, чтобы превращать всякое соотношение 
между обычными тригонометрическими функциями в соотношение 
между гиперболическими -функциями. Всякая формула тригоно- 
метрии круга превращается в формулу тригонометрии гипер- 
болы, когда сделают замену со$2 через сп и 12 через 151 г.
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Takum o6pa30M, HanpuMep, cooTHomenue sin? z-+-cos?z=—=1 npe- 
вразцается в 

ch?2—sh?z= 1. (8) 

Формулы сложения: 

sin (z+ 2°) = sin zcos 2* -+-cos 2 sin 2” 

cos(z-+- 2*) = cos 2 cos 2* — sin z sin 2” 

превращаются в формулы сложения гиперболических функций: 

sh(z+ 2*)=shzch2*-+- chzsh 2’, 

ch(z-+ 2*)=chzch2*-+ shzsh 2". (9} 

Таким же образом получаются формулы: 

th z 1 
Ва — ————, =. 

° УТ: 2= This (10) 

Более интересными являются функции, обратные гиперболиче- 
ским, а именно: атезН2, агосв2 и ато Ш 2, благодаря тому, что: 
они выразимы через логарифмы. Именно, решая уравнения (6) отно- 
сительно буквы 2, мы имеем: 

arg sha—in(2-+-V 221), | 

argchz=— In (2+V2—1 1), 

      

  

  
  

— (11) 
— +z arg thz =In i>" 

Дифференцируя соотношения (7) и (11), мы получаем: 

dshz dchz dthz 1 — — — — 1 — 2 
42 = ch 2, dz =shz, dz = che =! th 2°, 

dargshz _ 1 dargchz __ 1 dargthz _ И (12> 

dz — V2’ dz Vz’ 42  ~ 1—2?"| 

Paabl a pasioxenua shop wu ch@ no cTeneHaM 9 nomyyaem u3 
формулы (4), производя разложения ее? и е-?. Таким образом, по- 
лучаем: 

shox tte + ott rte | 

сие + Е. ey 
Эти ряды сходятся всюду, ибо №2 и сй2 суть целые функции. 

(13)
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$ 102а. Понятие о конформном отображении. Наиболее естественно 
приходят к этому понятию, ‘рассматривая географическую карту какой-ни- 
будь поверхности 5. Мы называем «географической картой» по- 
верхности 3 такое ее отображение на плоскость, при котором их точки 
соответствуют друг другу взаимно однозначно и взаимно непрерывно. 

Наиболее интересными картами являются Te, в которых сохранены 
углы, т. е. в которых угол, образуемый двумя какими-нибудь пересекающи- 
мися кривыми линиями, начерченными на плоскости, всегда равен углу 
между кривыми, соответствующими им на поверхности. В этих условиях 
бесконечно малые части на поверхности и на карте подобны друг другу. 
Таким именно образом наносятся на бумагу обычные географические карты 
земной поверхности: при правильном ее нанесении всякий небольшой уча- 
сток суши почти подобен соответствующему изображению его на карте и, 
следовательно, у нас на карте нет чувствительного искажения, но имеется 
лишь пропорциональное уменьшение, благодаря чему мы имеем возмож- 
ность верно судить об очертаниях участка и взаимном расположении его 
элементов. | 

При точно начерченной карте, сохраняющей углы, чем меньше размеры 
рассматриваемого участка поверхности $5, тем ближе к истинному подобию 
его изображение на карте. Поэтому, вместо того, чтобы сразу дать изобра- 
жение всей поверхности 5 на карте, предпочитают разбивать $ на участки 
и изображать на карте каждый из них в отдельности. Так составляется гео- 
графический атлас. 

Ясно, что если имеем карту какого-нибудь участка поверхности $5, то 
из этой карты мы можем получить бесконечное множество других таких 
карт: для этого достаточно карту О* этого участка поверхности $ подвер- 
гнуть преобразованию, сохраняющему углы, заставив ее перейти в плоскую 
область ОД. Ясно, что в этих условиях область О точно так же окажется 
картой рассматриваемого участка поверхности $. 

Для большей точности прибавим, что обе области Р* и Р являются 
внутренностью: первая замкнутой не пересекающей саму себя кривой С*, 
лежащей в плоскости ООУ, вторая аналогичной замкнутой кривой С. 
лежащей в плоскости ХОУ (рис. 105). 

у 

  

     x 7     
Рис. 105 

Таким образом, дяя получения всех карт О заданного участка поверх- 
ности 5 достаточно уметь преобразовывать известную нам плоскую об- 
ласть О* в какую-нибудь другую плоскую область 2 посредством взаимно 
непрерывного преобразования, сохраняющего углы. 

Такие преобразования плоских областей одна в другую называются 
конформными отображениями. Их очень удобно себе представ- 
лять осуществляемыми посредством функций комплексного переменного.
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В самом деле, обозначая через № и г две точки, лежащие в облас- 
tax О* и ДО и соответствующие друг другу в конформном отображении, мы 
можем аффикс точки написать в виде комплексного числа и-- , где 
ии ох суть координаты точки w. Аналогично, аффикс точки г пишем в виде 
х--1у. Сохраняя для аффиксов те же самые обозначения, как и для самих 
точек, мы можем написать: 

т —=и- м; 

2=х- 1. 

Если теперь комплексное переменное 2 изменяется и, значит, точка г 
начинает двигаться в области Ш), то соответственная точка в конформном 
отображенни тоже приходит в движение и, значит, начинает изменяться 
комплексное переменное %. Наоборот, при постоянном 2 является постоян- 
HEIM H WwW. 

Из сказанного следует, что комплексное переменное & является функ- 
цией комплексного переменного г; следовательно, мы можем написать 

w = f(z), (1) 
где /(2) есть непрерывная функция на области ДР, включая сюда и 
самый контур С, принимающая существенно различные зна- 
чения Wy HM шо для всякой пары 21 и 22 различных значений независимого 
переменного 2, т. е. мы имеем: 

Л (21) # 1(2з), если 21 52 25. 

Это следует из того, что двум различным точкам области О отвечают 
две существенно различные точки области Д*. Такие функции /(2) назы- 
ваются однолистными из области О. 

В этих условиях ясно, что и переменное 2 является функцией перемен- 
ного и, т. е. мы имеем: 

| z= g(w), (2) 
rle PyHKuua g(w) ecTb непрерывная в области О*, включая сюда перифе- 
рию <», и также однолистная в этой области. 

Но самым важным при этом является то требование, при котором пре- 
образование (1) дает конформное отображение области О на об- 
ласть О*, т. е. сохраняет углы внутри этих областей. Ясно, что преобра- 
зование (2) дает это же самое конформное отображение и что оно полу- 
чается решением уравнения (1) относительно буквы 2. 

Лемма 1. Линейная подстановка и = а2 |- $, а = 0, дает конформ- 
ное преобразование плоскости самой в себя с сохранением бесконечно 
удаленной точки г = OO. 

Доказательство. Общая линейная подстановка w= az-+b noay- 
чается применением трех частных линейных подстановок. А именно, напи- 
сав постоянный коэффициент а в тригонометрической форме 

а = Ве”, 

мы можем разбить подстановку = а2--6 на три элементарные подста- 
HOBKH 

iD 
21 — . Г, 

<g> R2), (3) 

W == 22 р. 

В самом деле, исключая две вспомогательные буквы 21 и 23 из трех 
уравнений (3), мы получаем, очевидно, подстановку м = аг-- 6. 

Но первая элементарная подстановка 2} =е/.2 есть: вращение 2-пло- 
CKOCTH около начала О на постоянный угол Ф, ибо, полагая z= pe”, мы
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имеем 2; = ре! ®+®), т. е. точка 21 получается поворотом всей г2-плоскости 
около начала О на постоянный угол Ф. А вращение, разумеется, сохраняет 
углы в поворачиваемых фигурах (рис. 106). 

и 

2, 

5, р, 

Oy | 

Рис. 106 

Ss
 

  

  

Вторая элементарная подстановка 25 = Аг, где R>O 
есть величина постоянная, есть преобразование подобия в 2\-плоскости, 

ибо, полагая 21 = pe", мы имеем 20 = Юре, т. е. точка 2; отодвн- 
гается от начала 0 по прямой, соединяющей ее с ним, на пропорциональ- 
ное расстояние Ар1. Сказанное относится к случаю, когда Л >> 1; если, на- 
оборот, имеем А <1, тогда точка 21 придвигается к началу О. Из 
элементарной геометрии известно, что преобразование подобия изменяет 
лишь размеры фигур, оставляя без изменения их форму т. е. углы их ли- 
ний. 

Третья элементарная подстановка 1 == г -|- 6 есть просто 
перенос всей 2›-плоскости как твердого тела, без всякого вращения, харак- 
теризуемый вектором 6, ибо мы имеем № = г. |6, т. е. точка 2. перено- 
сится в конец вектора 65, приставленного к ней. Такое поступательное дви- 

жение фигур, разумеется, 
у сохраняет их размеры и 

форму, т.е. сохраняет углы 
ux линий. 

Как следствие сказан- 
ного вытекает, что O6- 

щая линейная подстановка 
w= аг2--6, являясь комби- 
нацией вращения плоскости, 
преобразования подобия и 
поступательного движения, 
сохраняет углы фигур, т. е. 
дает конформное преобра- 
зование. 

Лемма 2. Функция 

f(z)=2"npu n>1 He мо- 
жет быть однолистной 
в области О), содержащей 
начало О. 

Доказательство. Пусть начало О лежит внутри кривой С, огра- 
ничивающей область 0. Проведем какую-нибудь окружность 1 радиуса R 
с центром О, целиком лежащую внутри области О (рис. 107). Разделив 
окружность 1 на п равных дуг, мы проводим в точки деления радиусы. 
Таким образом, мы получаем п равных круговых секторов. Легко видеть, 
что в каждом из них функция = /(2) однолистна и имеет значения, сплошь 
покрывающие в ®#-плоскости круг Г, описанный из начала О как из центра 

id 
радиусом А”. Чтобы это доказать, заметим, что когда точка 2 =ре вы- 
черчивает весь сектор, крайние радиусы которого имеют наклоны фи 

     
Рис. 107 

21 в 119 
¥+——, тогда соответствующая точка и =2"=ре  заштриховывает
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весь круг Г в \-плоскости, потому что длина вектора % изменяется от 0 
до А”, а его наклон от лф до пу -- 2*. Таким образом, при пробеге точ- 
кой 2 круга 1 точка ® пробегает п раз круг Г. Поэтому при п > 1 функ- 
ция {(2) не однолистна в области О. Ч. Т. д. 

Из доказанных лемм следует основное предложение. 
Прямая теорема. Если однолистная функция (2) моногенна всюду 

внутри области О, отображение ш —= 7 (2) есть конформное. 
Доказательство. Пусть в области ДР функция (2) однолистна 

и моногенна (рис. 105). Мы знаем, что всякая моногенная в области Ор 
функция /(2) разложима в степенной ряд 

w = f (2) = a9 + a (2— 2) + аз (2— 20) ... Чаи (2— 20) ..., (4) 
сходящийся внутри круга 1, имеющего центром точку го и не выходящего 
за область 0). Здесь коэффициенты ау, а1,... суть постоянные числа, ибо 
они зависят только от точки 2, причем мы знаем, что 

7 

Ay =f (Zo) и и =Т (2%). (5) 

Легко видеть, что ни в какой точке гоу области О производная f’ (z) 
не может обратиться в нуль. Ибо если мы имели /” (25) = 0, то тогда а1 =0 
и, значит, вблизи точки 25 и пренебрегая бесконечно малыми высшего по- 
рядка, разложение (4} напишется в виде: 

т = а -- а, (2 — 2)", гдеп< 1. (6) 

Но no лемме 2 функция (6) не может быть однолистной в области О, 
содержащей точку го. По этой причине не может быть однолистной внутри 
2 и сама функция f(z), что противоречит предположению. 

Итак, во всякой точке 25 области О. мы имеем f’ (29) = а15=0. Поэтому, 
вблизи точки 2%, и пренебрегая бесконечно малыми высшего порядка, раз- 
ложение (4) напишется в виде линейной подстановки 

W = Ay + a; (2 — 2). (7) 

А в силу леммы 1. она сохраняет углы кривых, пересекающихся в 
точке 2. Поэтому отображение и = Х(2) должно быть конформным всюду 
в области D. ч. т. Д. 

Обратная теорема. Бсякое конформное отображение области р 
на область О* осуществляется только моногенными однолистными 
функциями ш =7(г), причем можно подобрать так функцию f(z), 
чтобы точка а области Р перешла в произвольно выбранную точку а* 
области Ш* и точка 6 кривой С перешла в произвольно выбранную 
точку 6* кривой С*. При сделанном выборе точек а* и * функция f(z) 
определяется единственным образом. , 

Доказательство этой важной теоремы нельзя дать в элементарном курсе 
анализа. Важность теоремы в том, что она вполне отождествляет конфор- 
мные отображения и однолистные моногенные функции.



  

ГЛАВА УП 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

$ 103. Дифференциальные уравнения. Их порядок и степень. 
Дифференциальным уравнением называется такое уравнение, которое 
содержит производные или дифференциалы неизвестной функции. 
С дифференциальными уравнениями мы уже имели дело. Так, из 
дифференциального уравнения (см. $ 21) 

dy __ 

мы нашли, интегрируя, 

у=х2-Е С. (2) 
Далее’ (там же), проинтегрировав дифференциальное уравнение 

ау __ x 

а у’ (3) 
мы получили решение 

x2 + у? =2С. (4) 

Уравнение (1) и (3) суть уравнения первого порядка, а (2) и (4) 
их общие решения. 

Другим примером является 

d*y __ . 
я ty =. (5 

Это есть дифференциальное уравнение второго порядка, назы- 
вающееся так согласно порядку производной. 

Вообще, порядком дифференциального уравнения называется 
порядок наивысшей производной, содержащейся в нем. 

Порядок дифференциального уравнения следует отличать от 
его степени: высшая производная может содержаться в диффе- 
ренциальном уравнении в различных степенях: самый большой пока- 
затель степени называется степенью дифференциального уравнения. 

Так, дифференциальное уравнение 

у"? = (1 - у’? (6) 

есть уравнение второго порядка и второй степени.
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$ 104. Решение дифференциальных уравнений. Постоянные 
интегрирования. Решением или интегралом дифференциального 
уравнения называется такое соотношение между переменными вели- 
чинами, следствием которого является данное диф- 
ференциальное уравнение. Так, соотношение 

у = а яп х (1) 

есть решение дифференциального уравнения 

d*y __ 
dx? + У = 0. (2) 

  

Ибо, дифференцируя дважды соотношение (1), имеем: 

d?y . 
7 asin x, (3) 

d*y 
Подставляя же величину у и х из (1 и (3) в данное диффе- 

ренциальное уравнение (2), мы получаем тождество: 

—asinx-+asinx =0. (4) 

Значит, уравнение (2) тождественно удовлетворено и притом при 
произвольном постоянном @. Точно так же 

y=bcosx 

является решением уравнения (2) при всяком постоянном 6. 

Соотношение же 

y=C,sinx +C,cosx (5) 

является еще более общим решением дифференциального уравне- 
‘'ия (2), ибо указанные выше решения (1) и (4) включаются, оче- 
видно, в это решение (5), когда мы даем произвольным постоян- 
ным С и С, частные численные значения, полагая сперва С; ==а, 

`С› =0, а потом С. ==0, С, =5. 
Произвольные постоянные С, и С, содержащиеся в (5), назы- 

ваются постоянными интегрирования. Всякое решение вроде (5), 
которое содержит столько же произвольных постоянных, сколько 
единиц содержится в порядке уравнения (в рассматриваемом при- 
мере — две), называются общим решением!. Решения, выводимые 

‘ Доказывается, что общее решение всегда содержит п произвольных 
постоянных, когда дифференциальное уравнение есть п-го порядка. Здесь 
и выше имеются в виду лишь независимые друг от друга произвольные 
постоянные, число их уже нельзя уменьшить. 

17 Ивтегральное исчисление
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из общего решения путем задания произвольным постоянным опре- 

деленных численных значений, называются частными решениями. 
На практике частное решение ищется из общего решения не прямым 
заланием произвольным постоянным определенных численных зна- 
чений, но исходя из тех условий, которым должно 

удовлетворить искомое частное решение. 

Пример. Общее решение дифференциального уравнения 

y"+y=0 (1) 
ecTb: y= Cy cosx-+ Cy sin x. 

Найти частное решение, такое, что имеем: 

у=2 и у’ =—1, когда х=0. (2) 

Решение. Из общего решения 

y = Cy cos x-+- Cy, sin x (3) 

дифференцированием получаем: 

y’ =— C, sin x + Cy cos x. (4) 

Учитывая условия ae налагаемые на искомое частное решение у (х), 
мы получаем С) = —=— 1. Вставляя эти численные значения посто- 
янных u Cy B ome решение (3), мы получаем искомое частное реше- 
ние в виде у-=2 соз х — $пх. 

Обычно считается, что решение дифференциального уравнения 
доведено до ьонца, когда его удалось получить в виде выражения, 
содержащего неопределенные интегралы («квадратуры»), нужды нет, 
можно ли их «взять» или нет. 

$ 105. Проверка решений дифференциальных уравнений. Прежде 
чем приступить к задаче решения дифференциальных уравнений, покажем, 
каким образом проверяется найденное или данное решение. 

Пример 1. Показать, что 

у = Сух с0$ шх-- С. х зп шх-хШшх (1) 

есть решение дифференциального уравнения 

43у 
x? SX 1 Dp dy axing. (2) 

Решение. Дифференцируя (1), мы получим: 

29. = (С+— С) sin In x + (Cy-+- C,) cos In x + In x +1, (3) 

#Y a — (C+ Cy ABA + C,— Cy “A 4S. (4) 

п 1), (3) и (4 ay oy 2), M олставив из (1), (3) и (4) величины У, Е И уз В уравнение (2), мы 

находим, что уравнение (2) тождественно удовлетворено.
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Пример 2. Показать, что 
уз —4х =0 (5) 

есть частное решение дифференциального уравнения 

ху? — 1 =0. (6) 

Решение. Дифференцируя (5), мы получаем: 

yy’ —2=0, 
откуда и 2 | 

у 

Подставив эту величину производной у’в (6) и выполнив приведение, 
мы находим: 

о \2 
х (=) —1=0, 

y 

4х — y* = 0. 

А этот результат тождественно верен в силу равенства (5). 

ЗАДАЧИ 

Проверить следующие решения соответствующих дифференциальных 
уравнений. 

      

    

Дафференциальные уравнения Решения 

d? 2 dy , 2y __ > 
хат = 0. у = Cyx + Cox? 

eV 2 dV Cy 
2. ar? = ca =v, У= + Co. 

3, 2). _7 12y =0 Cie ‘ae ay y == 0. y = Cyee* + Cre, 

азу а 4. в + by =0. y = Cye* + Coe?® + Cae 8, 

3 12у (dy \? 
т — = 2 wee 3 5. (=) > (ae) 7=0. Cy +CP= x8 

6, x 2% 494 _ xy 0 = Cyet + Cye-* . xa eG —xy=0. XY = Cye* + Cre-*. 

р о S = C, sin (kt С.). 

d?y dy _ _ ox 5х  * 3 
8. ae +3 — l0y = 2x. у == C,e* + Cre — FH: 

2 dy 2 

9, x vat ee tx) а о С =— =]. 

10, хз ФУ _ sy =- 4y = +684 . № хе + ==. y=arT 10° -F Cox. 

и. нивы = 0. агс sin =C— x. 

d’s 1 1 
12. сео. , $ =5 60$ ЗЕ +t + 18° 

17*
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ах ах 
о — бе — ef { 22 13. 7 2 ate бе’. x = ef -L Хе! -- ЗРе. 

4х . 
14, Gp + 4* = 10 sin df. X = 2 (sin 2¢ — sin 32). 

ах . 
15. sb 4X = 8 sin 22. x = 2 (1 — f) cos 2¢. 

. l 5 
16, 25-4 25 1 О 
"at ' 241° €° В ° 

§ 106. Дифференциальные уравнения первого порядка и пер- 
вой степени. Все такие уравнения могут быть написаны в виде 

Мах -- Мау =0, (А) 

где Ми М суть непрерывные функции букв х и у. Наиболее часто 
встречающиеся дифференциальные уравнения этого рода подразде- 
ляются на следующие четыре типа. 

Тип {Е Уравнения с отделимыми переменными. 
Когла члены дифференциального уравнения можно распределить так, 
чтобы оно приняло вид: 

J (x)dx-+ Р(уау 0, (1) 

где /(х) есть непрерывная функция только х, а Р(у) есть непре- 
рывная функция только у, то процесс приведения уравнения к на- 
писанной форме называется отделением переменных. Решение та- 
кого уравнения получается прямым интегрированием. Так, интегри- 
руя (1), получаем общее решение: 

[f@ax+ fFovay=c, (2) 
где С — произвольное постоянное. 

Уравнения, заданные не в такой простой форме, как (1), часто 
можно бывает привести к этому виду, пользуясь нижеследующим 
правилом отделения переменных. 

Первый шат. Освобождаёмся от дробей и, если уравне- 
ние содержит производные, умножаем его на дифференциал не- 
зависимого переменного. 

Второй шаг. Соединяем в один член все члены, содержа- 
`°щие один и тот же дифференциал. Есла после этого уравне- 
ние примет вид 

АУ ах ХУ, ау =0, 

где Х‚, Х› суть функции только х, аУ,, У, — функции только у, 
то его можно привести к виду (1), разделив на Х,, У’. 

Третий шаг. Интегрируем каждую часть отдельно. как 
в (2).
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Пример 1. Решить уравнение 

ay 1 У 
_ а+мху 

Решение. Первый шаг. 

(1 + х2) ху 4у = (1 - у?) ах. 
Второй шаг. 

(У) 4х —х 1+ 3) y dy =0. 
Чтобы отделить переменные, мы теперь делим на х (1 -- х”) (1 у?). 

Это дает 

  ах ___ УЧУ — 0 

ха®) тя =” 
Третий шаг. 

= 54 с 
J хат» У =” 

fe- | > _f yay _¢ 
1+ x2 l+y2 ~~ 

шх— In (1 +9—5 In (1 + у?) =С 

а + x?) (1 + y?) = 2 In x — 2C. 

Результат этот можно написать в более сжатом виде, если мы заме- 
ним —2С через 11 С, т. е. если мы дадим новый вид произвольному посто- 
янному. Наше решение тогда становится: 

In (1 + x?) (i + y?) = In x? + ШС, 

in (1 ++ x?) (1 + y?) = In Cx?. 
Отв. (1 + x?) (1 + y?) = Cx’. 

Пример 2. Решить уравнение 

а 
a( x бу) = ху ну. 

Решение. 
Первый шаг. 

ax dy + 2ay dx = xy dy. 

2ay dx -+- x (a— y) dy =0. 

Для отделения переменных делим на ху: 

2аах (a—y)dy _ 
— +o = 0. 

Второй шаг. 

Третий шаг. 

maf Чена | 2— fay=c 

Zainx-+alny—y=C, alnx*y=C-+y, пе. 

Переходя от логарифмов к показательным функциям, можем этот ре- 
зультат написать в форме: 

y £ 
в, 

y 
ху =е или Ху =е“ се“
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с. 
Наконец, обозначив постоянное е“ буквой С, имеем общее решение 

в виде 
y 

xty = Се“ ° 

Тип П. Однородные уравнения. Дифференциальное 
уравнение 

Мах Мау=0 (А) 

называется однородным, когда М и М суть однородные функции 
от х и у одинаковой степени!. Такие дифференциальные урав- 
нения всегда можно интегрировать посредством подстановки 

Y= VX. (3) 

Эта подстановка приводит к дифференциальному уравнению от- 
носительно ;9 и х, в котором эти переменные отделимы и которое, 
следовательно, можно интегрировать по правилу типа [. 

В самом деле,`из (А) мы получаем: 

ау __ М 

= М. (4) 
А после подстановки (3) имеем в левой части равенства (4) 

dy _ 49 
ак Gg Te (5) 

Правая же часть равенства (4) становится функцией одного 
только YU, ‘когда сделана подстановка (3). Поэтому, пользуясь (5) 
и (3), мы получаем из (4): 

dv 
xa U= fe) (6) 

и, значит, переменные х и ® легко отделимы. 

Пример. Решить уравнение 

dy 2 9-7 yy 2, 
yx ах ху ах 

Решение. 
y?2 dx -+ (x2 — ху) ау =0. 

  

1 Какая-нибудь функция от х и у называется однородной относительно 
этих переменных, если результат замены х и у количествами Ах и Ау (где 
произвольно) приводит к первоначальной функции, умноженной на некото- 
рую степень буквы ^. Эта степень называется степенью рассматриваемой 
однородной функции. 

>В самом деле ©) Мех хм. _ MCL, 2) 
’М№М(х, у) N(x, xv) x"N(1,v) мау 

степень однородных функций М и М. 

    где т—-
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Здесь М == у, № = х? — ху; оба они однородны и второй степени от- 
носительно букв х и у. Таким образом, мы имеем: 

3 AY og 
ах ху — x? 

Подставим у==ох. Результатом подстановки будет: 

dv v3 az tes jap” оах-х (1—9) 49 =0. 

  

Чтобы отделить переменные, делим на ох. Это дает: 

парень еее 
Inx+Invu—v=C 

Inxuo=C+y, vx = elt? = 0%. 0”, ux=Ce- Ho v=, 

* 
Поэтому общее решение есть у == Сё* ° 

ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 
нений. 

  

  

1. 1+ у) ах —(1—х)ау =0. Отв. (1-- у) (1—х) = 

2. поту dy =0. oT ee 

. ИУ» |1 — у? dx = Vi + x? dy. arcsin y == In C(x +V1I+ x2) + x?). 

——— 1 
4. тя ах = (1 — x?) dy. созуГРр- у TE. 

— С 5. (1+ 22) ау = УГУ ах. Е (1- x2) dy =VI—y УТ СЕ: 

6. (1-Е у?) хах -- (1-+ x?) dy =0. arctg y+InCVi+ x2 =0. 
1 

7. (2х + 1) 4у-+ у? ах =0. Се У =У 5х1. 

8. (1-29) хах + (1 + x?) dy =0. (1+ x?) 1 +2y)=C 
a 

9, (1+ y2)dy—ydx=0. х= 5 № Су. 

10. (x+y) dx+xdy=0. 2+ Qey = С. 

M1. (x+y) dx -+-(y—x) dy =0. in (x2 -+ y®) —2are tg = С. 

12. хау— удх=У- уах. 1+ 2Cy — C2x2 = 0, 

13, xy? dy = (x3 +- y3) dx. y3 == 3x3 In Cx- 

14, (x2? — 2y?) dx + 2xy dy = 0. y2 + x2 In Cx = 0.
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15. (х?- у?) ах =2худу. у? = ^? -|- Cx. 
аи _ 1 - 4? _ С-и 

16. и = ТЕ то ° 
17, ViI—- x2 dy + V1— y? dx =0. 2Vi—x2 +xepl—y=—C. 

18. 2x2y dy = (1 + x?) dx. тех С. 

19, (x2y + x) dy + (xy2— y) dx =0. ху т. =С. 

20. Ут у? dx = 3x?y dy. 

21. xdy—ydx=YV y2— x? dx. 
22. (у? — 9) ах -- хау =0. 
23. (2х -- у) ах (х + у)ау=0. 
24. y? dx = (xy — x?) dy. 

25. (Vxy — x) dy + ydx =0. 
26, (3x + 4y) dy = (2x — y) dx. 
27, (x -+ xy?) dy — 3dx = 0. 

28, xy dy — (1 — y?) dx =0. 

29, (1 + x) dy — (1 — x) dx = 0. 

В каждой из следующих задач отыскать частное решение, определяе- 
мое данными численными значениями переменных х и у: 

30. == у=4 Отв. х? -|- у? = 25. 

31. х (х-- 2) д4у — у? ах =0; х=1, у=1. ху -- у = 2х. 

32. (1- y?2) ах — худу =0, х=1, у=0. x2 — y2 =], 

33. (x -+- y) dy + (x+— y) dx =0; x =0, y= 1. 
34. Найти уравнение кривой, тангенс наклона которой во всякой точке ра- 

у 
xy 

Ots. y2-+-2xy = 3. 

35. Найти уравнение кривой, тангенс наклона которой в каждой точке ра- 

Yi—y 
1+- x? 

вен — 

  

и которая проходит через точку (1, 1)- 

  

вен и которая проходит через начало координат. 

у 
И 1 — у? 

Тип ИГ Линейные уравнения. Линейное дифференци- 
альное уравнение первого порядка относительно у имеет вид: 

а Fi +Py=a (В) 

Отв. х = 

где Р и © суть непрерывные функции одного х или же суть по- 
стоянные величины. 

Аналогично, уравнение: 

Ч + Ня ©
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ге Ни J суть непрерывные функции одного у или константы, 
есть линейное дифференциальное уравнение. 

Чтобы интегрировать (В), полагают 

y= 42, (7) 

rie и и 2 суть неизвестные функции независимого переменного x, 
подлежащие определению. Дифференцируя равенство (7), имеем: 

ау _ 42 au 

dx ae Ge" (8) 
Внося y H ae из равенства (7) и (8) в уравнение (В), получаем: 

42 du 
и. 2-х; + Риг =, 

ИЛИ 

dz du ; Ри). 2=0. 
"ах (= a): 2 (9) 

Мы всегда имеем право предположить, что первая неизвестная 
функция ‘и (х} уничтожает круглую скобку этого равенства, обра- 
щая ее в нуль, т. е. что 

Действительно, чтобы отыскать такую функцию u(x), “нужно 
только проинтегрировать дифференциальное уравнение (10), что 
сделать ‘нетрудно, ибо переменные х и и в этом уравнении отде- 
Лимы. 

Пользуясь же найденной функцией и(х), мы отыскиваем вто- 
рой нгизвестный множитель 2(х), решая оставшуюся часть урав- 
нения (9), после уничтожения в нем круглой скобки: 

au = =Q. (11) 

В этом уравнении переменные х и 2 также легко отделимы. Ясно, 
что найденные функции ий(х) и 2(х) удовлетворяют уравнению (9) 
и, значит, решение линейного уравнения (В) будет дано формулой (7). 

Следующие примеры укажут детали. 

Пример 1. Решить уравнение 

ау _ 2 
5 

dx eT HTD - (12) 
Решение. Ясно, что это уравнение есть линейное и имеет вид (В), где 

2 = Р=— уг nH Q=(*+1)*.- 

Пусть у = иг. Тогда 
ау az du 

Ge ae TF
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Подставляя в данное уравнение (12), имеем: 
5 

dz du Quz _. = 

Oe ae Tae ST, 
ИЛИ 5 

dz du Qu _ > wet (Bape) et) (13) 

Первый MHOXKHTeAb U(X) определяем, приравнивая круглую скобку нулю. 
Это дает: 

4 4 | 
ах 14х о“ 

или 
ав 2dx 

и 1-х’ 

Интегрируя, находим ши==2 1 (1-- х), откуда 

С такой функцией и (х) уравнение (12) становится: 
5 

dz 2 + 

ибо член с множителем 5 выпадает. Приняв во внимание (14), мы можем 
переписать (13 *) в виде 

1 
dz __ 5 

Интегрируя, имеем: 
1 

dz=(x-+ 1)? ax, 

о 3. 
2=-- (+ 0" С. (15) 

Подставив (14) и (15) в равенство у = иг, мы окончательно достигаем общего 
решения: 

? 
2 

РО cee pin 

Пример 2. Вывести формулу общего уравнения (В). 
Решение. Решая (10}, имеем: 

ши-- [Рах= т, 

где шА есть постоянное интегрирования. Отсюда 

ие d Pax 

\ Из самого определения натурального логарифма следует, что всегда 

ей ̂ — М. В целях простоты, определяя и (х), мы опустили произвольное по- 
ствянное, положив его равным нулю (см. об этом следующий пример 2).
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Подставляя эту величину функции и (х) в (11) и отделяя переменные 2 
и х, мы находим: 

Q ( Pax 
dz=< > e~ dx. 

Интегрируя и подставляя в (7), мы получаем окончательно: 

-| Pd Pd 
у=е ] *(f aed “ах С). 

Надо обратить внимание вот на что: постоянное & выпадает из окон- 
чательного результата. По этой причине его просто не пишут, решая урав- 
нение (10). 

Тип У. Уравнения, приводимые к линейному виду. 
Некоторые уравнения, не будучи сами по себе линейными, однако 
могут быть приведены к линейной форме посредством надлежащих 
преобразований. Один из типов таких уравнений есть: 

dy __ n 
ao + Py = Qs", (D) 

гле Ри © суть непрерывные функции одного только х или константы. 
Уравнение (2) приводится к линейному виду (В) посредством подста- 
новки 2 = у-7+1. Впрочем, такое приведение не является необходи- 
мым, если мы используем тот же самый прием для нахождения его 
решения, какой был дан вообще для всего типа Ш. 

Это обнаруживается на примере. 

Пример. Решить уравнение 

а <2 +2 =a(Inx) y. (16) 

Рещение. Написанное`уравнение имеет форму уравнения (0), ибо здесь 

1 
P=, О =аШшх, п=2. 

dy dz du 
Полагаем у = иг. Тогда ЕЕ +2 ax’ 

Подставляя в (16), находим: 

dz du иг 
= М = . 1229 a Tea + > ain x - #222, 

dz2 ( du и 

ах 
x че) ==ашх. а, (17) 

Определяем первый множитель и, ‘приравнивая круглую скобку нулю. 
Это дает 

au и du ах 
——-+—=0, —=——., 
dx ' x и x
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] 
Интегрируя, имеем: In w==-— [nx = In >; следовательно, 

1 
=. (18) 

После подстановки найденной функции и (х) в уравнение (17), мы имеем: 

n 47 — д шх. 1222, откуда 42 ging uz 
ах " dx 

Внося сюда величину функции и (х), даваемую равенством (18), мы по- 
лучаем: 

dz 2 
— = ашх.—, т.е. 
ах х 

  

ах 
5 =@Шлх. —. 

2 x 

Интегрируя, мы находим — - — Sr -+-C, oTKyla 

2 

a(in x? + 2C- (19) 
  z=— 

Подставляя найденные множители и и = из (18) и (19) в равенство 
у=и-2, мы приходим к общему решению: 

1 2 

= ‘1х + I2C 

ху [а (шх)? -- 20] 2 =0. 

  

ИЛИ 

ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 
нений: 

      

1 Layers, Отв. у= (х--С)е-”. 

2, SY AY on ot xt, y= x" (oF +0). 

4, cos t-+ssint =. s=sint+C.cosé. 

(5, S 4s cos t= sin. s = sint—1+ Ce7i9*, 

aS et dy = (x+IP+ C(x + 1%. | 

ae ath, ое. 
8, SL ху == 2995. уе 1+ 6%". 

9 ху = У шх. у =1-+ Ся тх
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d 1] — 2x = 10, SX 4 Cy ore, y= x2(1 4. ce). 

5. 24 #9 2y хз 

  

  

  

И. ЕЕ = SF: BOy3 (x -+- 1)? = 10.x8 245-154 С. 

a x 

224 у ея. у Се У у. 
(1 — x2)” 

13, + sora ея . y (2 + IP = are tg «+ C. 

14, Dy cig x = yrese x. I= a 

15, x+y, 20. 2-3 eat 

16. Oty 21. te ante 

17. =. sin #-+- 2s cos ¢ = sin 2¢. 29. x + 2у = 5. 

18. «Е УЕ =Ужт :23. 747 +5 = cos X. | 

19. D4 2y = 8, 24. x0 SY 4 ay = 12, 

В каждой из следующих задач найти частное решение, определяемое 
заданными численными значениями для х и у. 

25. х oy. — 2у = x8e*; x=1, y=0. Отв. у = x? (e* — e). 

26. х ty =3; x=1, y=0. xy =3(x«—1). 

7. СУ ушка; x=0, y=0. y =esin x, 

8.x рух x=2, y=3. ya tts, 

29. Найти уравнение кривой, тангенс наклона которой во всякой точке 
равен у-|-2х и которая проходит через начало координат. 

OTB, y =2(e — х—1). 

30. Найти уравнение кривой, тангенс наклона которой во всякой точке 
равен ху (ху? —1) и которая проходит через точку (0, 1). 

1 
BL y= — 

Отв, У х- 1 

‚107. Два специальные типа дифференциальных уравнений 
высшего порядка. 

Первый тип. Встречается часто: 

ау. 

ах” 
=X (E) 

где Х есть непрерывная функция одного х, или константа.
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Чтобы интегрировать его, умножим сперва обе его части на ах. 
Интегрируя, находим: 

` —1 = fos Ух = | Xax—C, 

Дальше мы повторяем этот процесс п — {1 раз. Тогда у нас полу- 
чится общее решение, содержащее пл произвольных постоянных. 

Пример. Решить oY = xe, 

  

Решение. У множив бе части на 4х и интегрируя, получаем: 

  Py [| хетах С 

HAH 
ay x 
ия == хе’ —е +- C}. 

Повторяя процесс, имеем: 

AY — | eo in xe* dx fe ax+ f Caz, 

т. е. 

59. рее де + Cx + Co. 
Наконец, 

— хе” — —3e + At 2 -- Сьх + Сы 

Окончательно 
y = xe* — 3e* С1^ - СБьх- С.. 

Второй тип имеет очень большое значение 

Фу 
ах? —— =F, ) 

где У есть непрерывная функция одного у 
Чтобы интегрировать, поступаем следующим образом 
Пишем сначала равенство 

4у’ = Уах 

и умножаем обе его части на у’. Получаем 

у’ ау’ = Уу’' ах. 

Но у’4х —=4у; поэтому имеем: 

у’ ау’ = ау.
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Переменные у и У’ теперь отделены. Интегрируя, находим 

ту" = [vay+e, 

В правой части этого равенства стоит функция буквы у. Извлекая 
из обеих частей корень квадратный, мы можем отделить перемен- 
ные х и у и снова интегрировать в последний раз. Это и будет 
искомым решением. 

Следующий пример показывает применение метода. 

Пример. Решить 1 —- а?у =0.   

dy" _ ФУ | Решение. Здесь Я = ча = — а?у. Уравнение принадлежит к типу (Е). 

Умножив обе части на у’ 4х, поступая, как выше было указано, мы имеем: 

y’ dy’ =— a*y dy. 
Интегрируем: 

5 =—54у+С уУ=Узбта 4 -Ус—ву, 
где С1=2С, причем радикал берется с положительным знаком. Разделяя 
переменные, имеем: 

ау 
= dx. 

VC,— ay 
Интегрируем еще oe 

1 
— arc sin 

    

—=х- Со, T.e. arcsin —= ах -- аСо. 

Но это равенство ]авносильно, как мы знаем из "определения обратных 
rn (круговых) функций, равенству: 

  

Ve = sin a(x -+-C.) = sin ax cos aC, ++ cos ax sin aCo. 
1 

Значит, имеем: VG; 

  

cos ас, sin ax +- y= V Ct sin aCy+ cos ax. 
a 

Отсюда окончательно, 

у = с1 3 ах -- со с0$ ах.1 

ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 
нений: 

2 4 

1. ae, " Отв. х=-а + Си Сь 

2. ce = x. . x = Сей + Сье-. 

т Ниже, на стр. 288, показано другое, более простое решение этого урав- 
нения; предлагаем учащимся сравнить два возможные способа решения.
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ах 

  

  

  

  

  

  

3. ay = 4 3 24. Отв. х=— 1 Сис. 

4х et 
4. ae == 621. x= 4 —- Cyt+ Co. 

5, 8 То C IP =(C t+ C241 ‘ae ~ (+ )s° 1s + I = (Cit + Co)? + 1. 
1 1 1 1 

45 1 - > 5. > 
6. —— = ——-. — 2а* 2—0 2 2 ae Vas at a (s C1) (s + C3) + Co. 

d* a > о 
7. т =. Cy y? = a-+ (Cyt + Co). 

8. 1-0 Отв, Уд ру NW Gy + VIFG) = 
ax. y _ УС: 

425 k и 45 
9. TE + = 0. Найти &, зная, что 5 =аи a =? Korma ¢t = 0, 

a > a—s 
OTB. r= + [Уз # +aaresiny/ a |. 

ay 45 _ @у _ | 
10. axe ET sin x. 11. We = 209s nt. 12, We 7 

$ 108. Случаи понижения порядка. Укажем несколько случаев, 
когда дифференциальное уравнение допускает, после надлежащих 
преобразований, понижение порядка. 

Случай 1. Когда дифференциальное уравнение не содержит 
самой неизвестной функции у, а только х и производные у’, у’, ..., 
его можно заменить другим, порядка на единицу ниже. 

В самом деле, имея дифференциальное уравнение Ф(х, у’, у’, ... 
..., (7) =0, не содержащее буквы у, мы можем рассматривать как 
неизвестную функцию ‘не букву -у, а величину У’. Тогда 

4—1’ и dy’ ии у’ 

таят “Gxt = —— = (7) — У ax’ » ioe I 

Следовательно, имеем дифференциальное уравнение относительно 
неизвестной функции у’ уже не порядка п, а порядка п— 1. 

А когда мы сумеем найти эту новую неизвестную функцию у’, 
выраженную через х, то само у получается уже одной квадратурой 
(т. е. взятием одного неопределенного интеграла). 

Пример. Найти кривую, кривизна которой равна заданной функ- 
yuu $’(х) абециссы. 

Решение. Приравнивая функции $(х) выражение кривизны [ем. часть 1, 
$ 130, формула (1)], получаем дифференциальное уравнение искомой кривой 

т 

у 

3 ‘ 

120% =m ¢ wv.
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В этом уравнении нет самой неизвестной функции у. Гоэтому его поря- 
док 2 можно понизить на одну единицу, взяв за неизвестную функцию у’. 
Таким образом, имеем: 

а у 

у 5 = 9" (x) dx. 

(1+ y?)? 

Отсюда, интегрируя один раз и называя через с произвольное постоян- 
ное, находим: ‘ 

7 = 9 (x) +c. Vitex 
Решая алгебраически это уравнение относительно неизвестной у’, полу- 

  

чаем: 

y= re . 
| О 

Значит, 
dy tO ae 
ео. 

Отсюда неизвестная функция у получается при помощи одной квадратуры: 

+ дах = C, 

y= | vraeret 
где С есть вторая произвольная постоянная, как это и должно быть, ибо 
дифференциальное уравнение, определяющее неизвестную функцию, есть 870- 
рого порядка. 

Случай 2. Когда дифференциальное уравнение не содержит 
явным образом независимого переменного х, всегда можно заме- 
нить это уравнение другим, порядка на единицу ниже. 

В самом деле, пусть 

0 ( dy Фу any ) = 0 

  

J) Ge? Gxt axl 

данное уравнение. Так как 

то: 

  

ee —— ыы в —— 

4у _ а ау р 4 т (4У \*, 
Tt у (У a) y= Gp * +( ar) 3” 

dty а /- 4 

w= ala” +(4- “yy |-у=... 
Мы замечаем, что, беря за неизвестную функцию у’, а букву у 

за независимое переменное, мы понижаем порядок уравнения на одну 

18 Интегральное исчисление
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единицу, так что теперь предложенное уравнение напишется уже 
В виде: 

= 41-—1у’ 
Е (5. У’ 9 9 @e@ @»9 dy” 1 чате) == 

Когда же мы найдем у’ в акция буквы у, т. е. 

У’ =$(у), 

то разделением переменных получим и у, ибо из 

а 
= =9(y) 

следует, что 
dy ax = -— 

*=9(9) 
и, значит: 

ау 
xX — "то. 

J $ (у) 

Пример. Найти кривую, радиус кривизны которой пропорционален 
нормали. 

Решение. Взяв выражение радиуса кривизны Л [см. часть 1, $ 133, фор- 

R= (1 a+y%)" I 
у” 

уУ1 -- у’? и обозначив через постоянное п коэффициент пропорционально- 
сти, мы получаем дифференциальное уравнение искомой кривой 

мула (7)], ‚ взяв выражение длины нормали в виде 

3 

1 ‚22 —— 

и = пу V1 у a 

или, короче: 

У 
т = пу. [ у y (I) 

Это уравнение не содержит буквы х. Согласно указанному правилу, мы 
_ ay 4 полагаем у” = 4х dy у’. 

Поэтому дифференциальное уравнение напишется в виде 

2 / dy’ 

или, короче: , 
noe a 
ПУ У 

Интегрируя и называя через с произвольное постоянное, находим: 

т Ini + y’*) =Incy, 

n 

2 
ey= (1+ y)”. (1)
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Здесь можно было бы поступить согласно указанному правилу, т. е. сна- 
чала определить из этого уравнения у’ в функции буквы у и далее инте- 
грировать полученное равенство разделением переменных, как это рекомен- 
дуется в тексте. Но проще поступить так: дифференцировать написанное 
равенство: | 

э- 1 
су’ ах = пу’ (1-- у’*)* ау’, 

упростить 
п ny 

сах =п(1- у”) dy’ 
и интегрировать 

сх =п Г (1+ ya dy’. (2) 

Это равенство (2), после выполнения написанной квадратуры, вводящей 
второе произвольное постоянное С, дает прямое выражение буквы х через 
букву у’. 

 Копоставляя вместе полученные равенства (1) и (2) и исключая из них 
букву у’, мы имеем окончательное взаимоотношение букв у их, вместе 
с двумя произвольными постоянными си С, каким оно и должно быть, по- 
тому что основное дифференциальное уравнение (1) кривой есть уравнение 
второго порядка. 

Если коэффициент пропорциональности п есть число целое, уравнение (2) 
всегда дает х выраженным в букве у’ посредством алгебраических или ло- 
гарифмических функций (включая сюда и агс 15). Наиболее интересными 
случаями являются такие: 
1) л=1. Имеем тогда из уравнения (2) 

сх == ш(у’-- Ут у”). (2) 
Мы не пишем постоянного С, ибо введение его приводит только к пре- 

образованию координат. Исключение же буквы у. из уравнений (1) и (2) дает 
ес* е-*х cy = See 

Эта кривая есть цепная линия. 
2) п= —1. Имеем тогда из уравнения (2): 

сх—= — — (2) 

Ут у" 
опустив С по указанной выше причине. Исключение у’ из (1) и (2) дает 

cx? + cy? =I, 

у 

т. е. окружность. 
3) п=2. Имеем из уравнения (2) 

  

сх = 2y’, (2) 

Исключение у’ из (1) и (2) дает 

су =1-- д, 

т. е. параболу. 

4) п= — 2. Полагая у’ = > и =: = 24, имеем из уравнения (2) 

х = —a(sin p+ 4). (2) 

18*
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А из уравнения (1) имеем: 
y =a(l + с0$9). (1) 

Изменяя х на л—ф, а также х-- ал на х, мы имеем окончательно: 

y = a(1 —cos 9), = a(~— sin 9). 

Это есть циклоида. 
Таким образом, самые разнообразные классические кривые получаются 

изменением только численных значений целого п и, значит, фактически они 
обладают одним ц тем же геометрическим свойством. 

Случай 3. Когда уравнение однородно относительно у, 
a a* 
= >,..., можно понизить его порядок. 
dx’ dx? 

Для этого достаточно положить 

ах 
у = of . 

Тогда 

ау f 2 ах 
——=_6е . 
dx 2, 

  

Py fzax 5 f zax dz 

ax? (ee ах x 

Если внести эти выражения в поедложенное уравнение, тогда вся- 

ах р 
кий член уравнения получит множителем е- в степени, равной 
степени однородности уравнения. Вынося этот общий множитель 
за. уравнение и зачеркивая его, ибо он не может уничтожаться, мы 
получаем новое дифференциальное уравнение относительно буквы 2. 

d® 
И так как производная я выражается через производные буквы 2 

x 

по х порядка не выше Е —1, то новое дифференциальное уравнение 
будет иметь порядок, меньший порядка данного уравнения. 

Пример. Понизить порядок уравнения хуу” - ху” — уу’ =0. 
Решение. Так как уравнение однородно относительно букв у, у’и у”, 

2 ах , zdx 
то, согласно общему правилу, полагая у ==" ‚ находим: у’=е` “2 

a 
2 ах 2 ах 

у” =е 22-е: . 2’. Отсюда, подставляя выражения букв у, у’ и у” 
в предложенное уравнение, находим: 

feds [ гах > fzax „\ 2 { 2dx > 2 [2ах 
хе г. 22-е 2’) + xe г? —е 2 =0 

2 (24 
После сокращения множителя е имеем: 

x (22-4 2’) -+ xzi— z = 0. 

Это есть уравнение уже первого порядка и, следовательно, мы понизили по- 
рядок первоначального уравнения на одну единицу. 

Легко, впрочем, до конца проинтегрировать предложенное уравнение. 

В самом деле, заметив, что (уу”)’ = уу” -+ у”?, мы можем прелложенное урав- 
нение переписать в виде х (уу’)” = уу’. Отсюда, полагая уу’ == и, имеем хи’ = и.
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Следовательно, те, те (in au)’ = =. Интегрируя, находим пи = Inx-+ 

-- шс, где с есть произвольное постоянное. Поэтому и =сх. Подставив най- 
денную функцию и в уравнение уу’ = и, имеем уу’ = сх. Отсюда Зуу’ = 2сх, 
т.е. (у2)’ = 2хс. Новое интегрирование дает у? = сх* -| С, где С есть второе: 
произвольное постоянное. Окончательно, мы имеем у = Исх? ЕС. 

$ 109. Форма общего интеграла линейного однородного урав- 
нения второго порядка. RPS уравнение 

р +4у=0, | (1) 

где р и 9 суть непрерывные функции одного только х (в частности 
могут быть постоянными величинами), называется линейным однород- 
ным уравнением второго порядка, или еще иначе: «уравнением без 
правой части». 

Если же в правой части уравнения, вместо нуля, стоит какая-- 
нибудь непрерывная функция Х одного только х: 

4?у ау __ 
ie + p ях II =, (ПУ 

  

тогда такое уравнение называется неоднородным линейным уравнением 
второго порядка, или еще иначе: «уравнение с правой частью». 

Нашей целью является теперь отыскание формы общего 
интеграла однородного уравнения. 

° Для этого мы опираемся на следующее предложение}, не имеющее 
никаких исключений, которое мы возводим в принцип при указанном 
отыскании: 

если коэффициенты р и 4 однородного уравнения оба суть 
непрерывные функции от х на отрезке [а, 6], тогда всякое част- 
ное решение у(х) этого уравнения обязано быть непрерывным 
на [а, 68|. 

Для отыскания формы общего решения возьмем заранее опреде- 
ленное, хотя и не важно, какое, частное решение у,(х) однородного 
уравнения, не тождественное нулю. Пусть у, (хо) = 0, где.х, фикси- 
рованная точка отрезка [а, 6]. 

_ Обозначая через у(х) произвольное частное решение однородного. 
уравнения, мы имеем: 

as 

  

   D+ qy=0 (1) 

г д 
ре 9, =0. (2} 

  

1 Доказательство его содержится в более обширных курсах анализа.
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Умножая тождества (1) на у, и (2) на у, потом вычитая, имеем: 

  

4?у — уа? dy—yd y1 _ y1 +p. у! 7—2 71 0. (3) 

ЧТолагая 
yydy—yay, 

dx — 2, (4) 

мы видим, что (3) перепишется в виде: 

dz 
ax +p-z=0. 

Отсюда отделение переменных нам дает: 

х > 

- f pat 

& = С. ° é № 9 (5) 

тде С, — произвольное постоянное. 
С другой стороны, равенство (4) перепишется в виде: 

ау 1 dy, г 

ау (=. (6) 
Это есть линейное уравнение первого порядка относительно 

буквы у, а все другие буквы: у, и 2 нам уже известны. Поэтому, 
применив к (6) правило интегрирования линейных уравнений первого 
порядка (5 106, тип Ш), мы находим выражение: 

x t 

f x _ Г 
у, 2 У: ’ 

y=e% Zee % dt}, (7) 
1 

№ 

где С есть произвольное постоянное. Это выражение очень упро- 

щается после вычисления интеграла 

х 

ayy __ __ 1. _У1(%) 
] 1 == In y,(x) In Ys (%) = In у: (Хо) 

и внесения его величины в выражение (7). В самом деле, мы получаем: 

x 

yan feare), 

Xp 7: 

Внося же сюда выражение буквы 2 по формуле (5), мы получаем 
окончательно: 

  

t 
7 fp (a) da 

to 

У(х) = Cy, (x) + Chy, (x) - [o- dt. (8) 
Xo 1
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Таким образом, общий интеграл однородного уравнения вто- 
рого порядка пишем в виде 

У (х) = Cy, (%) + Cope (x), (9) 

20e y,(X) U yo(X) суть два частные решения этого однородного 
‘уравнения, а С; ий С, — произвольные постоянные". 

При этом важно отметить, что первое частное реше- 
ние у,(х) взято не уничтожающимся в точке Xp, HOO 
мы имели неравенство у, (ху) 0. А второе частное ре- 
шение: 

1 

x — [ре аа 

о 1 

о. | а, (10) 
у1 (1) 

наоборот, уничтожается в точке хх, ибо интеграл между 
равными пределами равен нулю. 

Для того, чтобы самый смысл этого замечания стал ясен, введем 
важное определение. 

Определение. „Два какие-нибудь частные решения Т; и У» 
однородного уравнения называются линейно независимыми 
друг от друга, если они не могут дать тождества 
GY, + а2У›.==0, где а. и а. суть постоянные, не равные оба 
вместе нулю. 

Ясно, что из обоих линейно независимых решений У, и У, 
нц одно не может быть тождественным нулю, ибо если, на- 
пример, У, ==0, то будем иметь и тождество а.У, -- а.7. ==0, где 
а = и а =0. 

Если У; и У, суть линейно зависимые решения, то из тождества 
a,Y ,-+-a.Y,=0, где, например, а. ==0, мы выводим очевидное ̀ 

a .. 
тождество У. =— 5. У, и, значит, из двух линейно зависимых реше- 

8 

ний одно получается из другого умножением на постоянную- 
величину. 

В свете данного определения рассмотренные выше частные реше- 
ния у,(х) и У2(х) суть линейно независимые решения, ибо одно 
из них уничтожается в точке ху, У›2(%)==0, а другое заведомо 
отлично от нуля, У, (хо) == 0. Поэтому никакое из них не выводится. 
из другого умножением на постоянную величину. 

“ 

1Uto y,(*) есть частное решение однородного уравнения, это 
ясно без дальнейшего, ибо у (х) взято таковым. А что у2(х) есть тоже 
частное решение однородного уравнения, это ясно из того, что при. 
всяких численных значениях постоянных С] и С. формула (9) всегда дает 
частное решение однородного уравнения, и, зназиг, также при С =0и 
С.=1, когда получается выше у (х).
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Теорема I. Общее решение однородного уравнения пишется 
в виде СУ -НС.У., где У, й ТУ. суть два любые линейно неза- 
висимые между собой частные решения, а С; и С, — произвольные 
постоянные. 

Так как У, нетождественно нулю, мы полагаем y,(x) = Y, (x). 
С другой стороны, мы имеем тождество 

У, (х) = Су, (х)  Сьу, (х), 

где С! и С. суть вполне определенные постоянные. 
Но постоянное С, заведомо отлично от нуля, так как в против- 

_- (* , ном случае мы имели бы тожлество У,(х)==С:у,(х), т. е. 

У, (х) == СУ, (х), что невозможно, ибо У, и У, линейно независимы 
‚друг от друга. 

* 

Итак, обязательно С› == 0 и поэтому имеем: 

С" 

уе) == — aN (x) + Y2(x). (11) 
2 

Подставляя в выражение С\у, (х)--С.у›.(х) общего интеграла 
вместо у,(х) функцию Y,(x) и вместо у,(х) формулу (11), мы 
получаем для общего интеграла однородного уравнения выраже- 
ние вида 

CY, (%) С.Т. (х), 

где С, и С, суть произвольные постоянные. ч. т. д. 

Теорема И. Если у,(х) есть какое-нибудь частное решение, 
нетождественное нулю, то уравнение у, (х) =0 не может иметь 
кратных корней, но имеет лишь простые корни. 

В самом деле, если у,(х) и у(х) суть два какие-нибудь линейно 
независимые частные решения однородного уравнения, мы имеем, 
в силу формул (4) и (5), тождество 

x 

— | РО 4 
dy ay; __ J 
Wide TY Ge Be ® (12) 

где постоянное С, обязано быть отличным от нуля. 

Действительно, если бы С. = 0, мы имели бы i OM se ‚ 

dy dy, __. С — . т. е. =, откуда у=-=Су,, где постоянное; значит, реше- 
1 

ния у; И у были бы линейно зависимы. 
Итак, в формуле (12) постоянное С. = 0. Теперь, если бы какое- 

нибудь число & оказалось кратным корнем уравнения у, (х) =0, 
dy, хогда и сама функция у, и ее производная ax уничтожались бы,
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когда х==8. А тогда в формуле (12) мы обязаны были бы иметь 
С. ==0, что невозможно. Ч. Т. д. 

Теорема Ш. Никакие Osa линейно независимые решения 
у:(х) и у(х) однородного уравнения не могут уничтожаться 
в одной и той же точке. 

В самом деле, если бы Ё было общим корнем обоих уравнений 
у: (х) =0 и y(x)=0, тогда в точке & мы имели бы у, =0О0и у=0 
и, значит, опять формула (12) нам дала бы С, =0, что невозможно, 

Ч. т. д. 
Теорема IV. Между двумя соседними корнями уравнения 

У,(х)=0 содержится один и только один корень уравнения 
у(х) =0. Иначе говоря, точки уничтожения двух линейно 
независимых частных решений у, и у взаимно отделяются. 

В самом деле, возьмем два соседние корня @, и 8, уравнения 
у. (х) =0. Геометрически это означает, что течение функции Y, (x) 

между корнями а, и 8, изображается непрерывной дугой О, опираю- 
щейся своими концами на точки ©, и В; и не пересекающей между 
ними оси ОХ. Значит, дуга О, лежит вся по одну только сторону 
этой оси (на рис. 108 выше ее). К тому же касательная в точке М, 

у 

oH ° x 
7 а, < А, 
    

Рис. 108 

когда М описывает непрерывно дугу Д., вращается также непре- 
рывно, образуя острый угол с осью ОХ в концевой точке а, и, 
наоборот, тупой угол в концевой точке В,. Это означает, что. 

4 
производная wah имеет разные знаки в концах отрезка |0, В|]. 

Сама же функция у,(х) в концах этого отрезка уничтожается, т. е. 

имеем у, (а) =0 и у, (В;) == 0. 
Обратимся теперь к тождеству (12). Правая его часть не может 

переменить знака и поэтому сохраняет всюду на отрезке [а,, В} 
свой знак (т. е. знак постоянного С.). В частности, правая часть. 
тождества (12) имеет один и TOT же знак в концах отрезка [а, В]. 

а 
В левой же части тождества (12) уменьшаемое nz уничтожается
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а 
в концах этого отрезка. Значит, вычитаемое —y i должно сохранять 

х 

ay, 
“aX 

wax отрезка ю., 8:1 разные знаки, то отсюда следует, что и первый 
его множитель y(x) также обязан иметь в концах отрезка [а,, В;] 
разные знаки и, значит, будучи непрерывной функцией, у(х) обра- 
щается в нуль в некоторой точке о, лежащей внутри отрезка [, В]. 
Таким образом, между двумя соседними корнями а, и В, уравнения 
у, (Хх) =0 лежит корень а уравнения у(х)==0. И он там имеется 
только один, потому что, если бы их там было несколько, то между 
двумя соседними корнями уравнения у(х)==0 лежал бы корень 
и уравнения у, (х)==0, что невозможно, ибо внутри отрезка [a,, 8] 
это уравнение не может иметь корней. Ч. т. д. 

знак. А так как второй его множитель заведомо имеет в кон- 

Пример. Однородное уравнение fy + y=0 имеет общий интеграл 

у = С1 за х- С. соз х. Частные решения 5х и соз х линейно независимы. 
Поэтому точки, где 5п х уничтожается, т. е. точки х = вт, Ё целое, и точки, 

к 
rye cos x=0, T. e. TOUKH x = ka -+ 5, попарно чередуются, взаимно отде- 

ляя друг друга. 

Теорема У. Однородное уравнение всегда можно привести 
к виду, называемому каноническим: 

ay 
dx? 
—Gy= 0, 

где С есть функция только буквы х. 
В самом деле, взяв однородное уравнение (1) и сделав подста- 

новку У ==и9, мы находим: 

dv du du au du 
a s+(2 fe tp) о (яр + и) =0. (13). 

Выбирая теперь функцию и так, чтобы иметь 

du 
— =0 2 ax + ри , 

„для Чего достаточно взять 

-[ 2a 
и —=е — 

мы видим, что для функции 9(х) уравнение (13) получает канони- 
ческий вид. ч. Т. д. 

Теорема \1. Интегрирование линейного однородного уравнения 
второго порядка всегда можно привести к интегрированию
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нелинейного уравнения первого порядка, называемого уравне- 

нием Риккати, 

z'-+-22-+ pz+q=0. 

В самом деле, делая в однородном уравнении (1) подстановку 
2 ах 2 ах 

y= os ‚ где 2— неизвестная функция, причем y! = ed . 2, 

dx z dx у" ==е Zax ие) .2’, и, сокращая неуничтожающийся множи- 

2 ах 
тель е ‚ МЫ получаем искомое уравнение Риккати: 

и 2рг4=0. (14). 

Ч. т. J. 

Вообще, уравнением Риккати называется ду’фференциальное урав-- 

нение вида 

43 ру 9-Е, (15) 

roe P, Q u ЕЮ зависят только от х. Это уравнение, хотя и первого 

порядка, но нелинейное, потому что здесь содержится член с уг. 
# 

Подстановкой У=—т оно, очевидно, приводится к виду (14). 

Уравнение Риккати обладает рядом весьма важных свойств, как 
в теоретическом отношении (аналитическая теория дифференциальных. 

уравнений), так и в практическом отношении (механика железно- 
дорожного транспорта). Уравнение Риккати, к сожалению, нельзя 
проинтегрировать в общем виде, но оно послужило первой моделью, 
на которой был открыт и с успехом испробован акад. С. А. Чаплы- 
гиным его известный метод приближенного интегрирования дифферен- 
циальных уравнений 1. 

Общий интеграл уравнения Риккати имеет вид: 

_ fi tChe УЕ, (16). 

где С — произвольное mocTosHHoe, a fy, fo. fg MW + некоторые опре- 
деленные функции буквы х, которые, к сожалению, нельзя получить. 
квадратурами. 

Доказанная теорема [ о линейных однородных дифференциальных 
уравнениях второго порядка распространяется без всяких ограниче- 
ний на уравнения п-го порядка, а именно, 

1С. А. Чаплыгин, Новый метод интегрирования общего дифферен- 
циального уравнения движения поезда, 1919. ‹О методе приближенного 
интегрирования», ЦАГИ, 1932. См. также Б. Н. Петров, О границах при- 
менимости теоремы акад. С. А. Чаплыгина ($ 3 «Защитное уравнение Рик- 
кати»), ДАН, 1946.
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общее решение дифференциального уравнения 

yl) + py?) + poy) +... tpg +p,y=90, (17) 

ne Pi, Dor «++» Dp СУТЬ непрерывные функции одного х, имеет 
ви 

y= CV (4) + CLV, (x) + 2... +C,Y, (x), (18) 

У,, Г,, ..., У, суть частные решения уравнения (1Т), связанные 
только тем условием, чтобы ни одно из них не оказалось 
линейной комбинацией других, т. е. чтобы между ними не было 
тождественного соотношения 

СУ СУ, ... + СИ, =0 

при коэффициентах с, отличных от нуля. Такие частные реше- 
Hua Y,, Yo, ..., Y, называются независимыми. 

§ 110. Уравнения с правой частью. Общее решение неодно- 
родного дифференциального уравнения второго порядка. 

= yp & ~+qy=X, (I) 

где р, ди Х суть непрерывные функции одного х, получается так: 
сначала ищут какое-нибудь частное решение У*(х) неоднородного 
уравнения (П) 

Oe 4 p а" = (1) 

и затем вычитают из уравнения (1) равенство (1). 
_ Имеем: 

реб 9 уу) =0. (2) 

Это есть однородное уравнение второго порядка, ибо, обозначая 
разность у — У* через У, мы имеем: 

ФУ dY = 
дя РР ах 9" =0. (1) 

Мы видели, что общий интеграл этого уравнения имеет вид: 

у — СУ, + СУ, (3) 

rae Y,, У, суть два частные линейно независимые решения одно- 
родного уравнения (1).
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Так как, с другой стороны, У = у — У*, то имеем: 

у— У =, С.Т, 

у== С.И, СУ, У". (4) 

Отсюда получается предложение: 
общее решение уравнения с правой частью у’-- ру’ + ву=хХ 

имеет вид у=С У, С.У,- у’, где С, С, — произвольные постоян- 
ные, У — какое-нибудь частное решение уравнения с правой 
частью, а Т,, '›—0ва линейно независимые частные решения 
уравнения без правой части. 

Это предложение расширяется на линейные уравнения любого 
порядка с правой частью: 

общее решение уравнения с правой частью 

У -- ру - ру" +... ри Py =X, 
20е р, и Х суть непрерывные функции одного х, имеет вид 
Уу=С У, С.У, +... С,У,-Р У*, где у — какое-нибудь частное 
решение уравнения с правой частью, а СУ. СУ... СУ, — 
общее решение уравнения без правой части. 

и окончательно: 

$ 111. Метод Лагранжа изменения постоянных. Этот метод изобретен 
для отыскания частного решения у уравнения с правой 
частью, когда известно общее решение уравнения без правой части 

Пусть имеем уравнение с право частью: 

  

SX 4 pt gy =X (I) 
и пусть 

y= CY, 4+ Cols (1) 

общее решение уравнения без ca части 
d2 

Ste +47 =0. (1) 
Метод разыскания частного решения у’ уравнения ([П) состоит в том, 

что на С1, Со мы перестаем смотреть как на постоянные и, предполагая их 
функциями от х, ищем определить их так, чтобы искомое частное реше- 
ние у’ было бы дано формулой 

— С17, - С5У.. (1") 
Дифференцируя два раза это равенство, имеем: 

= (С: + СУ») + (CY, + С»), (2) 
d? * и a” и и “тия = (С1 И, + С» У.) + 2 (С\У, + СИ») + (СУ, + СУ). (3) 

До сих пор мы не налагали на функции Су, Сэ никаких ограничений. 
Предположим теперь, что их производные Ci, С, удовлетворяют системе 
двух уравнений: 

С: У, + С, 7. = 0, | 

CY + CoV, = X. j (4)
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Дифференцируя первое уравнение этой системы, мы имеем 

(С; У; - Са) -- (СаУ1 - СУ») = 0. (5) 
Приняв во внимание равенства (4) и (5), легко видеть, что уравнения (1°), 

(2) и (3) перепишутся так: 

  

ie = CY, +C,Y5 +X. 

y* = Ci¥, + Cols, ) 
ау“ С = САУ + OY, | 6) 

4?у* | 

Умножив первое уравнение этой системы на 4, второе на р, третье на 1 
и сложив, мы имеем 

d?y* dy* , 
ле TPG TOI HM, (7) 

  

ибо должны иметь у, -- ру, -- 47, =би У. + рУ. -- 97, = 0, потому что 
У! и У. суть решения уравнения без правой части. 

Уравнение (7) показывает, что функция у“, определенная равенством (1°), 
в самом деле является частным решением уравнения (1) с правой частью, 

если производные С, С, функций С, С, удовлетворяют системе алгебраи- 
ческих уравнений (4). 

Решая эти уравнения, мы находим: 

А и С’ x 
Уз 2 — У 7? 

п (му) Ya(in 5?) 
и, далее, двумя кваХратурами получаем С1 и С». 

(8) 

$ 112. Линейные дифференциальные уравнения второго по- 
рядка с постоянными коэффициентами. 

Уравнения без правой части. Возьмем 

Фу dy __ 
dat TP ae TIY =% (G) 

где р и 4 суть постоянные. 
В челях иметь частное решение уравнения (С), мы пробуем найти 

такое постоянное г, чтобы (@) было удовлетворено функцией 

  

У — err, (1) 

Дифференцируя (1), мы имеем: 

ария, анте. (2) 

Подставляя в уравнение (С) величины (1) и (2) и сокращая на 

неуничтожающийся множитель е’*, мы получаем 

гг--ргРа=0 (3)
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квадратное уравнение, дающее искомое постоянное г. Его корни 
и суть нужные нам значения постоянной г.. 

Уравнение (3) называется вспомогательным или характеристци- 
ческим уравнением для уравнения (0). 

1. Если корни Г! и г› характеристического урав- 
нения (3) различны, тогда 

У, = en* И 7. = els (4) 

являются двумя частными линейно независимыми 
решениями уравнения (0). 

` Отсюда следует, что общим решением уравнения (@) в этом 
случае будет: , 

Y =Cye* + Cyer*, Гу 5 Го. (5) 

Фу ау _ Пример 1. Решить яв 2-1; — 3 == 0. 

Решение. Характеристическое уравнение есть г? — 27 —3 =0. Его корни 
суть +3u —1. Поэтому общее решение предложенного уравнения есть 

у = С1ез* -- Сье—%. 

Когда корни Г., Го характеристического уравнения (3) действи- 
тельны и различны, общее решение (5) уравнения (@) есть решение 
окончательное. 

Когда же корни г,„ г, характеристического уравнения (3) суть 
комплексные числа, тогда общее решение (5) уравнения (() 
надо немного преобразовать, чтобы оно могло быть применено к за- 
длачам естествознания и техники. 
_ Так как коэффициенты р, 9 дифференциального уравнения (Ц) 
суть действительные, то комплексные корни 7,, fy квадратного 
уравнения (3) суть сопряженные, т. е. имеющие вид 

г =а-Ы и r,=a— bi. (6) 

Поэтому, при действительном х, по формуле Эйлера ($ 101), 
имеем: 

в” — (+81) об. об — 04% (созфх 1х) 
и 5 , (7) 

в” — е( 81) — 0. 0 1 = e™ (cos bx —isin bx). 

Отсюда общее решение (5) получит вид: 

У == е@* [(С, | С.) созёх +1(C, —C,) sin bx]. (8) 

Ввеля же обозначения: с, = С, --С. и с, ={(С, —С.), мы можем 
написать общее решение уравнения (С) в виде 

у == е@* (с, с0зфх - c, sin bx), (9)
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где с, и с. суть произвольные постоянные. Из этой формы общего 
решения следует, что 

У, —= е4*созфх, Y,—=e sin bx | (10) 

суть два действительные частные линейно независимые „решения 
уравнения (С) и что общим действительным решением уравне- 
ния (С) будет 

у = C,e** cos hx + Cie sin bx, (11) 

где Су и С. суть действительные произвольные постоянные. 

Пример 2. Решит ТУ pe == 0 р p 4. ШИТЬ ax? у = 0. 

Решение. Характеристическое уравнение есть г? ?=0. Его корни: 
Г] = №, Го = — №. Поэтому, сравнивая с (6), имеем а =—=0, $ =№. Знанит, 
в силу (11), обшее решение есть. 

у = С! с0$ Ах -+ Со Ах. 

Il. Если корни м и г, характеристического 
уравнения (3) равны, то тогда они обязательно дей- 

ствительны и оба равны ro. В этом случае 

(12) ‚ = 2” и У. == хе"*, r= — 

3
 

являются двумя частными линейно независимымчн 

решениями уравнения (С). 
Следовательно, общим решением уравнения (Ц() в этом случае 

будет 

y= C,e’* + Cixe™, r =—5. (13) 

Чтобы все это доказать, напишем выражение корней квадрат- 
р я 

ного уравнения (3): —5 мм И”. 

Следовательно, корни равны друг другу тогда и только тогда, 
3 

когда P=. И в этом случае имеем: ===. Таким 

образом, первым частным решением уравнения (@) будет: 

Уре», г. (14) 

Индуктивно можно прийти ко второму частному решению У» так: 
когда корни Г и Го характеристического уравнения (3) не равны, имеем два 

7х obit 

Г — Г 
есть частное решение уравнения (9). Но по теореме Лагранжа отношение 

  

частные решения уравнения (@): е”1* и г’. Отношение также
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(6) — Л (а) 
b—a 

  

в точности равно производной 1” (5) для промежуточного с, 

а<с<ф. Полагая f(r)=e'*, а=и ф==Го мы имеем ——— = 

=| ar 
то имеем равенство: 

  

  

| ‚ где г* промежуточное между Г! и Го. Так как 
р= 7* 

7х — с”: 
__ r*x 

причем выражение, стоящее направо, есть частное решение допредельного 
равнения (G) с корнями г, и Го своего характеристического уравнения. 

 аставляя оба этих корня стремиться к одному и тому же пределу г, т. е. 
полагая г: ->Гг и одновременно с этим Го -»г, мы в пределе получаем 
харакзеристическое уравнение (3) с двумя корнями, равными числу г, 

Г == Го == Г =—5. И так как г* содержится между г\ И го, когда они еще 

не совпадали в пределе, то необходимо /* -> Г. Следовательно, частное реше- 
ние (15) допредельного уравнения (@) станет в пределе 

хе’*, где г=—5, (16) 

и естественно думать, что оно явится частным решением предельного 
уравнения (С). 

Дедуктивно, решение (12), У, проверяется так: полагаем 
У, == хе’*. Дифференцируем У, = е”--гхе”я, У, == Эге’я | гахегх. 

Отсюда У -рУ, -Н4У, = хе" (7? + pr-+- ад-Не”(р +27). Ho 
‚ервая скобка есть нуль, ибо г служит корнем характеристи- 

ческого уравнения (3); вторая же скобка есть нуль, ибо r= — 5. 

Таким образом, У, есть частное решение уравнения (С): ясно при 
этом, что У; и У, суть решения линейно независимые. 

2 
Пример 3. Решить oA +2 = -- $ =0 и найти такое’ частное решение, 

470 
4$ 

— =—42 для Ё=0. 
we 

$ =4 и 

  

Решение. Характеристическое уравнение таково: г? -|-2г 1 ==0, т. е. 
(Г-- 1)? =0. Отсюда оба корня его равны —1. Поэтому, общим будет 
решение 

$ = Cye—* + Cote—7 = e-* (Cy + Col). 

Для отыскания частного решения, удовлетворяющего двум поставленным 

условиям, сначала ищем = Имеем: a = (Ca—C) е-# — Се-!. Полагая 

ds 
t=0 8 формулах для $ и для as ‚ получаем: $ (0) = С] и ka = Cy —C}. 

at dt i420 

Значит: С1 =4и С.— С: =—2. Отсюда С. =2. Поэтому искомое частное 
решение есть $ =е-* (4-24). 

19 Интегральное исчисление
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ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 
нений; 

  

  

  

2 

1. 4S 435 =0. Отв. s = Cyef + Cre. 

42 а 2. 5 — 5 — by =0. y = Cye-** +. Coe, 

a? x ax ot ot 
3. ди —4 ЧЕ -- 4х == 0, Хх = Се? + Cte? . 

4 4х0. x = C; cos 2¢ + C, sin 2¢. 

5. 950. 8 = C,e8! + Cye3t, - 

a? d 
6. “5 +35" =0. у = Cy — Cre. 

о . 

7. Ce 4 4 13x 0. x = @! (C, cos 3t +- Co sin 3f). 

2 

8. Fe +44 8x0. . x = e-2' (C, cos 2¢ + Cz sin 26). 

у dy _ 425 _ 

4х |, ах 425 45 

426 dp _ 4х - dx 

425 42$ ds 

B следующих примерах отыскать частные решения, которые удовлетво- 

ряют данным условиям: 

  

17. бд 0 =>. ae! для #=0. Ors. x= Fe, 

ay , ay — 0: — ау _ — — —2х 18. аа Ка; 27=0; у =3, Е =0 ДлЯ х ==0. y = 2e* + e-?*, 

425 ; ds of of 
19. тя — 45 =0; $ = 6, Wi? для ¢=0. $ = de?’ + de~?/, 

2 
20, +45 =0; $ = 0, = 10 для t= 0. s =5sin 2t¢. 

2 
a1, 4 y =0; у = 4 для х =0, у=0 для x=. у =4 с0$ х. 

2.69 9—0. y=0, 472 дая х=0, y = 2x08, 

93, £4 4 9 4 ova x = 3, 3 для Ё==0. х == 3е-# с0$ & 

425 . ds we 45 _ _ og 
24. Fa +2 Gt 5s =0; s=1, iG man ¢=0. s=e-' (cos 2¢-+-sin2¢). 

25, TS 4.3.2 425 =0; s=—l, 2 =3 ain £=0Q,
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ау _ __ 
8 Gat as ив dg! для х == 0. 

—9 “— — 27. B+ 1s =0; $ =0, яр = 0 для 1 = 0. 

425 4$ ds 
28. We “a> $ = 0, Е =" ДЛЯ Е =0. 

dx . ах _ _ 
29. = о х =0, -яр = 10 для Ё=0. 

d?y ау _ — 
30. oy 2D У. оу = =0; y=1, in? для x =0. 

Уравнения с правой частью. 
Возьмем 

р 4у=Х. (Н) 

где р и 9 суть постоянные и Х непрерывная функция только х. 
Из & 110 мы знаем, что для получения общего решения неодно- 

родного уравнения (Н) необходимо сделать три шага. 
Первый шаг. Решить однородное ‘уравнение (@). Пусть его 

общее решение будет 

У=С.У. С.У.. (17) 

Это общее решение однородного уравнения (С) называется 
дополнительной функцией для неоднородного уравнения (ПН). 

Второй шаг. Разыскать, путем испытаний, частное реше- 
ние у уравнения (ПН). 

Третий шаг. Общим решением у неоднородного уравне- 
ния (Н) тогда будет 

у=С.У. СУ, У. (18) 

Наибольший труд представляет шаг второй, чтобы облег- 
чить его, полезно следующее правило (все буквы, кроме буквы х, 

суть константы). 

Правило разыскания частного решения 

Общий случай 

форма функции Х форма решения y* 

X=a+ bx вынуждает y* = A+ Bx. 
Х == ае* вынуждает y* == Ae, 
X=a,cosbx-+a,sinbx вынуждает у=А,с0$ 6х -- А, зпрх. 

Исключения имеют место в нижеследующих специальных случаях. 
Специальные случаи. 
1. Вынужденную форму надо умножить на х: 
1) если х==0 есть простой корень характеристического урав- 

нения, (3) и Х=а- 5х; 
2) если х-—=6ф есть простой корень характеристического урав- 

нения и X= ae; 

19*
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3) если х= Е М суть корни характеристического уравнения и 
X= a,cos bx + a, sin bx. 

НИ. Вынужденную форму надо умножить на х?, если: 
1) х=0 есть двойной корень характеристического уравнения 

u X—=a-+ dx; 
2) x==6 есть двойной корень характеристического уравнения и 

Х == аеёХ. 
Самый же’ метод разыскания решения У” состоит в подста- 

новке указанных выражений для У’ в предложенное неоднородное 
уравнение (Н) и, далее, в определении постоянных А, В, А, А» 
так, чтобы уравнение (Н) было удовлетворено. 

ay dy Пример 4. Решить We — 27 

Решение. Первый шаг. Решаем однородное уравнение 
ad d 
ax ax 

Согласно примеру 1 имеем дополнительную функцию: 
С1езх + Coe-*. 

Второй шаг. Так как х=0 не есть корень характеристического 
уравнения, то у* = А-- Вх. Подставляя в предложенное неоднородное урав- 
нение, имеем —2В —ЗА — ЗВх =2х. Приравнивая коэффициенты правой и 

— Зу =2х. 

  

левой частей, находим: —2В —ЗА =0и —3ЗВ =4. Отсюда: 

4 2 ‚_ 4 2 
А=-у, В=—-. Значит: у =э—5^. 

Третий шаг. ао 

У = Cy e8* 4+- Се” > —3 +: 

ау ау 9-х Пример 5. Решить i —2 ax 3 = 2e-*, 

Решение. Первый шаг. Дополнительная функция прежняя: 
Cye3* + Coe—*. 

Зторой шаг. Здесь — 1 является простым корнем характеристического 
а * 

уравнения, поэтому y* = Ахе-”. Дифференцируем: 7 — Ае-х (1 — x), 
ity" ах 

ie = Де-* (х—2) и подставляем в предложенное неоднородное уравне- 

ние. Имеем: Де-” (х—2) — 24е-* (1 — х) —ЗАхе-” =2е-*. Упрощая, на- 

  

ходим: —4Ае-* = 9е-=*. Значит, А = —>. Поэтому у* = —5 xe-*. 

Третий шаг. у == Ces + Cye-* — 5 x0". 

42$ 
ape + 48 = 2 cos 2t, Пример 6. Отыскать частное решение уравнения 

$ 
такое, что $ ==0 и ora? nas t= 0, 

Рещение. Первый шаг. Решаем однородное уравнение 
ds 
We ++ 4s = 0.
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Его общим решением будет С! соз 2#-- С5 ча 21. 
Второй шаг. Здесь = 21 суть корни характеристического уравнения, 

поэтому 5“ == (1 cos 2¢ -+ As» sin 2¢). Дифференцируем: 

= = A, cos 2t-+ Ag sin 2¢ — 28 (Ау зп 2 — Ао со 28), 

= = —4A, sin 2¢ + 4A cos 2¢ — 4t (Ay cos 2¢ -+ Ag sin 2). 

Подставляя в заданное неоднородное уравнение и упрощая, получаем: 

— 4.41 зп 2Е-- 44. с0$ 2¢ = 2 cos 2¢. 

Отсюда А: =0и Аз = > Значит: 5" = + t sin 2¢. 

Третий шаг. Общее решение предложенного неоднородного уравне- 

ния есть $ == С1 с0$ 2Ё-- Со чп 21 -- x Ё $1 2. Нужно распорядиться постоян- 

` ds 
ными Ст, Со так, чтобы получить $ =0и яр = 2 для Е = 0. Первое условие 

дает С1 ==0. Значит, $ = Сз эт 2¢ + 5 t sin 2¢. 

Дифференцируя, имеем: = =2С5 с0$ 21 +5 sin 2¢ +5 2.2. с0$ 2. Пола- 

гая Ё=0, имеем: ar = 2C,. 
dt \,_9 

, 1 
Значит, Со =1. Искомое частное решение есть: $ = эт 2#-- x t cos 2¢. 

э 
5 Фу 

ax? 
Решение. Первый шаг. Решаем однородное уравнение 

Пример 7. Решить =2х. 

dy 

dx2 

Дополнительная функция С\ -- Сьх. 
Второй шаг. Здесь х =0 является двойным корнем характеристиче- 

ского уравнения. Поэтому у“ = Ax3 + Bx. 
Подставляя в предложенное неоднородное уравнение, имеем 6Ах--2В = 2x, 

Значит, А = s ‚ В=0. 

Третий шаг. y= Cr+ Cx tq x 

$ 113. Отыскание решения у” в общем случае. Пусть дано уравнение 

42 ау п рае 4 =Х, (H) 

где ри суть постоянные, а Х — непрерывная функция одного х. 
Обращаясь к методу Лагранжа (см. $ 111) ‘разыскания частного реше- 

ния у” уравнения (Н), мы видели, что оно дается формулой 

yi = CY, + Ca¥ a, (1)
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где У; и У. суть линейно независимые частные решения однородного урав- 
нения 

Фу y а 

ae TPG Ty =, (G) 
— 

/ / 
где C, u С. суть функции от х, производные С, и С. которых даются фор- 
мулами Лагранжа: 

С’ =— Х Х 

У. \' 7. \’° 
У! (in 7) з( уг) 

Формулы эти пригодны для всех случаев, т. е. и тогда, когда р и 4 за- 
висят от х. В случае же постоянных р и 4 формулы Лагранжа получают 
простой вид. 

Случай 1. Характеристическое уравнение г рг-+- а =0 имеет 
действительные различные корни Г1 и го. 

/ 

И Со = (2) 

Здесь 

Y, =e", У =е”. , 

Значит, 

Yo = е(7з— 7) х И п Уз = (га — ri) x 

1 71 
Поэтому 

/ 

(mn) == Го — Г1. 

Подставляя в формулы (2), мы имеем: 

/ Хх и С’ Хх 
Ыы—— С —— OOO 

e”* (T2— 71) ° en (го — 7!) 

1 = 

Отсюда 
х x 

1 РЕ 1 —т Cy=—— | Хе" и бе | Xe att. (3) 
Го — 1 Га — 71 

Xo Xo 

Подставляя найденные функции С1 и С. в формулу (1), мы находим: 

Г.Х 
x я 

ео ] — та ee Г — Prof у* = РР Хе dt + phi Хе dt, 

Xo № 

или, после несложного упрощения. 

x“ 

Е хо neo} at ) 
№ 

Эта формула имеет общий характер, так как не нуждается ни 
в каких предположениях относительно вида функции Х. 

Случай 2. Характеристическое уравнение г? рг--4==0 имеет 
комплексные корни Г! U Fo. 

В этом случае корни эти суть сопряженные, и мы имеем г =а— 6, 
г. =а-- 5. Полученная выше формула (Г) целиком приложима и к этому 
случаю, но только ее надо освободить от мнимостей и дать ей действитель- 
ный вид. , 

Имеем прежде всего; гз — г1 == 264.
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Затем е 
Эйлера: 

ra(¥—2) _. ofa +00) (*-2) _, pa (#2), 4-1, значит, по формуле 

ef (*-2) _. oA (%—-D fogs b (x — t) + isin b (x —?)). (4) 

Так как г: отличается от го только знаком при 1, то можно сразу на- 
писать: 

eM (4-8) —. pA (*-2) Tcos b (x —t) — isin b (x —2)]. (5). 

Вычитая из (4) равенство (5), находим: 

е”з(*-® — с”: (#0 — ей (1-1 утф (х— В. (6) 

Наконец, подставляя все полученное в формулу (Г), имеем: 

x 

y* => [ xe (*—-9 sin b (x —f) dt. (II) 

< № 

Формула эта, имеющая также общий характер, освобождена от мни- 
мостей. , 

Случай 3. Характеристическое уравнение г*--рг--4==0 имеет 

равные корни Г1 = Го = Г == —5 . 

Чтобы получить нужную нам формулу для у", мы рассматриваем этот 
случай как предельный, когда оба корня г| и го, до предела различные, 
в пределе делаются равными Г. 

Переписывая формулу (1) в виде 

x 

© fa (X—f) ___ ots (4-4) . [х. е г’ dt 
fof, 

  

мы видим, что написанное под знаком интеграла отношение есть отношение 
приращения функции е”’(*-Э к приращению независимого переменного г, 
когда оно переходит от значения г: к значению Fo. По теореме о среднем 
Лагранжа (см. ч. 1, гл. ХУ), это отношение в точности равно производной 
а _ : 
Ее (*- для некоторого численного значения г’, промежуточного между 

корнями Г1 И Го. Значит, до перехода к пределу имеем: 

x 

yi= J X (x—2) e* F-9 at, 
Xo 

Когда же мы заставляем оба корня Г1 и Го характеристического уравне- 
ния безгранично приближаться к фиксированному численному значению г, 
тогда и среднее г”, находясь между обоими корнями г] И Го, также будет 
иметь пределом число г. Таким образом, переход к пределу дает нужную 
нам формулу: 

x 

y= f X(x—the’=-D at, $ =—5 (Ш) 

№ 

частного решения у” неоднородного уравнения (Н) в случае равных корней, 
характеристического уравнения.
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и. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ гл. уш 

ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 
нений: 

4х 1 

ав Ри =. 
ах ах 

  

а gp 3х = 2-1. 

д 6.4% 13х = 39. 

oe A ea, 

ot —22.—ay == 2%, 

SR oy = ot, 

SE 492 = 90% 

fe tora cos 2¢, 

. SE 4.9% = 3 c0s ЗЕ. 

ах 
Gp Эх =6 cos 3¢. 

SF ax = 10 sin 3¢. 

GE ax = 8 sin 24 

Фу ау _ ar = 8 cos 2, 

d*x ах 
Ge + Oo Gp | 13х = 30 514 

@25 ds в ear ths = 10 sin ¢. 

ах ах 
FTE a toe = 17 sin 2¢. 

425$ ds 
Be 4 az ts = 4, 

d*x ах 

Ру —4у=х— 2. 
dx? 

21. 

t 
Отв. х = C, cos 3¢ + Cy sin 3¢ +- эт т. 

t= Cie* + Cie — а = 

x =e! (C, cos 2¢ + Co sin 24) + 3. 

x =e (C, cos V3t + 

+ Со sin УЗ + 2. 

af 
y = Ce’ + Cy! — 5 3 e 

_ pat 1, tet у = Cye + Coe —- 37° 

  

x = C, cos '3t -+- Ce, sin 3¢-} 5. ert 

Хх = C, cos 3¢ +- Cz sin 3¢ +- cos 2¢. 

х = C; cos 3¢ + Co sin ot 4- st sin 3¢, 

= Се" -- Сале" — 5 cos 3¢. 

x = C, cos 2¢ + Cy sin 2¢ — 2 sin 3¢, 

Xx = Cy; cos 2¢ + Cy sin 2¢ — 2 cos 24, 

y = Cye* + Coe! —= sin 2¢ — 

— 2. cos 2¢. 

x= e7* (Cy cos 2t + Cy sin 22) -+- 

+ 2 sint — cos #. 

s =e! (C; cos 2t + Cy sin 2¢) + 

+2sin¢-+ cos 4 

x = e' (C; cos 2t +- Cy sin 2t) 4 

-+- 4 cos 2¢ +- sin 2¢. 

20, 4 = 3—0 
@х ах st 
aE? р 8% =e . 

d2x aX 3 
22. ae =е °
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42$ _ pat dx t 
23. Wp 3s =e . 25. 4 Te =4sin >. 

dy 425 
24. 2a —y=sint. 26. ЧЕ — 165 =2 с0$ 4+. 

В следующих задачах разыскать частное решение, удовлетворяющее 
поставленным условиям: 

27. oS 4s =4 s=1, & =0 ait ¢=0. OTB. s =e! $e 1, 

28, S44s=8 550, 254 дая #50, s = sin 2¢ +24. 

29. Gs 3 6 $ =1, Sal nan ¢=0, s = oF 94, 

30. oY oY + Gy = 2e% y=1, 1 для х=0. у=е*. 

31. fF 4 x = sin 2 х =0, 47 = для Ё=0. х= Зи — 12% 

32. TE 4 х-=2с05ё х=2, 7-0 дая #=0. x =2eost+iesiné 

33. FY gy =2— x5 y = 0, 5—1 для х=0. 

34, feo cat x =A, =? для ¢=0. 

35. Se oe mel х =0, a=? для #==0, 

36. 2-4 = 408 $ =4, 4 =0 для Ё=0. 

37. SS 4 4s = 2 cos 2; $ =0, as 4 для Ё=0. 

  

у __ дрЭх, __ dy _ 

d*s , ds —__ 

425 -ё , _ ds _ _ 
40. ae ts =e — 2; $ = 0, АЕ =0 для ¢=0. 

$ 114. Приложения к задачам механики. Очень многие задачи 
механики и физики решаются методами, изложенными в этой главе. 

Например, задачи прямолинейного движения очень часто приводят 
к дифференциальным уравнениям первого или второго порядка так, 
что решение этих задач зависит от решения сказанных уравнений. 

Напомним сперва, что: 

45 . 425 dv dv 

w= = = Зщ, (1)
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где о и / суть скорость и ускорение в какой-нибудь момент вре- 
мени Ё, а $` есть расстояние движущейся точки от фиксированного 
начала на траектории в рассматриваемый момент времени &#. 

Пример 1. В прямолинейном движении ускорение обратно пропорцио- 
нально квадрату расстояния $ и равно —1 для $ =2. При этом дано, что: 
9 ==би $==8 для Ё = 

а) Найти uv, когда $ ‚= 24. 
Решение. Согласно первому услевию, имеем: 

— 7 4 ускорение = ] = — 5". {2} 

Согласно последнему равенству (1), имеем: 

dv 4 
о Ws — — > . (3} 

Переменные разделяются, и умножение на 4$ вместе с последующим 
интегрированием дает: ‘ 

y2 8 
w=z+e, т. е. = С.. (4) 

Сегласно второму YyCAOBHIO U=.5, s=8, Otcwona C, = 24. Mostomy 
уравнение (4) пишется в виде; 

=2 40. (5) 

Из него получаем, 4TO ecau s = 24, TO U= = V2i9 = 4,93. 

Ь) Найти время, употребленное точкой во время пробега от $ =8 до 
$ = 24. 

Решение. Решая (5) относительно 9, получаем: 

2 оу. (6) 

Отделяя переменные $ и Ёи интегрируя 4Ё между заданными пределами 
$ =8и $ = 24, получаем искомую величину Т времени; 

24 

T 1 5 4$ 

— 2у3 ’ Vs+3s? 

Примечание. Можно было бы воспользоваться первым равенством (1} 

= 3,20. (7) 

425 4 
а. = — =. Для интегрирования этого уравнения следует обра- 

титься к $ 107, в котором уравнение (ГР) имеет рассматриваемый здесь вид. 

и написать 

Важный тип прямолинейного движения тот, где ускорение j u 
расстояние $ находятся в постоянном отношении и разных 
знаков. 

В этом случае мы имеем: 

] = — 2$, (8} 

где А“ — величина ускорения при расстоянии, равном единице.
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Вспоминая, что сила и ускорение, вызываемое ею, совпадают до 
постоянного множителя, мы видим, что действующая на точку сила 
всегда направлена к точке $ —=0 и, по величине, прямо пропорцио- 
нальна расстоянию $. Такое движение называется простым гармо- 
ническим колебанием. 

Пользуясь равенством (1), мы получаем из (8): 

425 __ 
тя —- 225 =0, (9) 

т. е. линейное уравнение второго порядка с постоянными коэффи- 
циентами. Интегрируя (см. пример 2 предыдущего параграфа), мы 
получаем общее решение: 

s=C,cos kt +-C, sin Rt. (10) 

Дифференцируя это равенство, мы имеем: 

v=k(—C,sin kt +-C, cos Rt). (11) 

Легко видеть, что движение, определяемое формулой (10), есть 
| Qn 

nepuodureckoe C NepHOOM |, причем его колебание совершается 

между крайними положениями: 

;=У@-С и з=—У@- 
Действительно, заменяя постоянные С, и С, двумя другими Аи 

В, такими, что 

С, =Взт А и С. = Всо$ А, (12) 

мы имеем: 
$ = В чп (ЕЁ-- А), (13) 

— а причем ясно, что B=+VC+1C и что $ есть функция периоди- 
к 

ческая от Е с периодом =. 

В следующих примерах мы указываем случаи, когда простое 
гармоническое колебание возмущается другими силами. Во всех 
случаях задача зависит от решения уравнения или однородного (@), 
или неоднородного (Н), изученных выше. 

. 5 
Пример 2. Дано прямолинейное движение ] == —7s —v, причем 9 = 2, 

$ =0 для [=0 
а) Найти уравнение движения (т.е. $ в функции от 1). 
Решение. Из равенств (1) мы выводим: 

d*s , ds , 5
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Это есть однородное уравнение (@). Характеристическое уравнение г? --г-|- 

+ д = О имеет корнями: г1 = — gre и Го 1 Поэтому общее ре- 

шение уравнения (14) есть 

s=e * (Cy cos t+ Cy sin 2). (15) 
Так как для Ё=0 мы должны иметь $ =0, то С1 =д0и, значит, имеем: 

t 

s= Ce * sint. (16) 
Дифференцируя по & чтобы найти 9, мы получаем: 

t 
v=Coe * (— 5+ cos ‘). 

(17) 
И так как для ё=0 мы должны иметь 9 =2, то Со=2. 
Значит, уравнение движения есть 

a 
s=2e * sint. (18) 

Ь) Для каких величин времени { имеем V =O? 
Решение. Формула (17) показывает, что, когда 9 =0, тогда скобка в ней 

должна уничтожаться. Написав ее равной нулю, мы имеем: 

tg f= 2, (19) 

Значит, мы должны иметь: 

= 110 -- пк (п — целое). (20) 

Последовательные величины переменного Ё формулы (20) отличаются 
друг от друга всегда на промежуток времени т. 

Исследование. Этот пример поясняет заглушаемое гармоническое 

колебание. Действительно, в первоначальном уравнении / = —4 $ — Чуско- 

рение 7 является суммой двух компонент: 

; 5 
л== 15 И 2 = — 9. (21) 

Простое гармоническое колебание, соответствующее компоненте jj, воз- 
мущается заглушаемой силой, дающей ускорение ], и именно силой, про- 
порциональной скорости и направленной против движения. Эффект этой за- 
глушающей силы двоякий. 

Во-первых, промежуток времени последовательными положениями 
точки, где о =0, удлинен заглушающей силой. Ибо для простого гармони- 

ческого колебания Jy = — -1° мы имеем, сравнивая с (8), Е = у 5 = 

—=1,12..., причем половина периода равна 0,89... м. А в заглушаемом 
гармоническом колебании соответствующий промежуток времени равен т. 

Во-вторых, величины $ для последовательных крайних положений, 
где о =0, вместо того, чтобы быть равными, теперь образуют убывающшую 
геометрическую прогрессию. Доказательство опускаем. 

Пример 3. Дано прямолинейное движение 

] = — 4$ +2 с0$ 25 (22) 

причем 5$ =0, я=2 для #=0.



  

§ 114 ПРИЛОЖЕНИЯ К ЗАДАЧАМ МЕХАНИКИ 301 

а) Найти уравнение движения. 
Решение. Из формул (1) имеем: 

2 
Te + 4s =2 cos 21. (23) 

Требующееся частное решение было найдено в примере б6 $ 112. 
Таким образом, имеем: 

S == sin 2/ +- >. #311 21. (24) 

Ь) Для каких величин Ё имеем у = 0? 
Решение. Дифференцируем (24), чтобы найти 9, и написав, что резуль- 

тат равен нулю, мы получаем: 

(2-+ 4) cos 2+ + sin 2¢ =0 (25) 
или, разделив на со$ 24, имеем: 

` 5814-2410, (26) 

Корни этого уравнения могут быть найдены, как разъяснено в ч. | 
гл. ХП. Рисунок 109 показывает линии 

уу у=-ф2-фь 07 
и абсциссы точек пересечения приблизи- 
тельно равны: 

ty = 0,88, to = 2,36 “UT. i. 

Исследование. Этот пример по- 
ясняет усиляемое гармоническое колеба- 
ние. Действительно, в (22) компонента ] 
есть сумма двух компонент: 

  

ji =—4s a fo = 2 cos 2¢. 

Простое гармоническое колебание, со- 
ответствующее компоненте /1 с периодом т, 
теперь возмущается силой с ускорением /, 
т. е. силой периодической, у которой пе- Рис. 109 
риод (==) есть тот же самый, как и 
период невозмущаемого простого гармонического колебания. Эффект этой 
возмущающей силы двоякий. | 

Во-первых, промежуток времени между последовательными положе- 
ниями точки, где о =0, уже не является постоянной величиной, но убывает 

и приближается ку. На это обстоятельство указывает и чертеж. 

    

Во-вторых, величины $ для последовательных крайних положений, 
где о =0, теперь увеличиваются и по абсолютной величине становятся 
бесконечно большими. 

ЗАДАЧИ 

В каждой из следующих задач даны ускорения и начальные условия. 
Найти уравнение движения. 

1. 1] = — 4$; $ =0; ч=10 для Ё=0. Отв. $=5 ча 28 

2. 1] = — 4$; s=8 9=0 для Ё=0. $ =8 cos 26.
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3. /=— 45; s=2, v=10 для Ё=0. Отв. $ =2 с0$ 2#-- 5 Ча 24. 
4. 1=— 5-Е; s=0, v=0 для # =0. S=k(1—cos ?). 
5. /=-—20-—55; $=5, 9=—5 для Ё==0. $ = 5е-# с0$ 9. 

6. j=—2u—5s; s=0, v=12 для Ё=0. S = 12e-? sin 2¢. 

7. j=sin2dt—s,; s=0, v=] для t= 0. $= sin t— 5 sin 2 

8. j=-sin2dt—4s; s=0, v=0 aan t=0. = 5% — Ёс0$. 21. 

9. 1=—1; $ =0, u=4 для Ё=0. 

10. 1=9(1—5$); s=0, v=0 для Ё=0. 

i, f= —4u—5s; s=0, v=5 для #=0. 

12, j=cost—4s; s=0, v=0 для Ё=0, 

13. j= cos 2t— 4s; s=0, v=0 для Ё=0.. 

14. j= — 49 — 135$; $5=0, о=б для 1=0. 

15. Ускорение частицы дано равенством ] = — 4s -—+-3 sin f. 
а) Если частица приходит в движение, отправляясь из начала с нуле- 

вой скоростью, найти уравнение ее движения. 

Отв. $ = $11 Ё— 5 sin 2¢. 

Ь) Каково наибольшее расстояние от начала, достигаемое точкой? 
16. Ответить на вопросы предыдущей задачи, если ускорение дается фор- 
мулой 

] = — 4$ — 8 зп 22. 

OTB. a) Ss = 2¢ cos 2¢ — sin 2¢; b) s = 2¢ cos2¢ +- sin 2¢. 

17. Тело падает, выйдя из состояния покоя, под действием его веса и Ma- 
лого сопротивления, изменяющегося как скорость. Доказать следующие 
соотношения: 

1=2— Ву, 

v= = (1—e-#), 

s =F (kt +e-#—1), 

£(,_ ee" ksto+ E(t =) =0. 

18. Тело падает, выйдя из состояния покоя, пройдя расстояние 80 футов. 
Принимая j = 32 — 9, найти время. Отв. 3,47 сек. 

19. Движущееся судно в тихой воде подвержено замедлению, пропорцио- 
нальному его скорости в рассматриваемый момент. Показать, что ско- 
рость судна, спустя { секунд после остановки двигателя, дается форму- 
OH © = се-, где с есть скорость судна в момент остановки двигателя. 

20. В некоторый момент судно, дрейфующее (сносимое ветром) в тихой воде, 
имеет скорость 4 мили в час. Одну минуту спустя эта скорость стала 
2 мили в час. Найти пройденное расстояние. 

21. В известных условиях отклонение гальванометра дается уравнением 

428 db, 
ap + ea + hd =0. 

Показать, что, если p > Rk, OTKMOHEHHeE его может стать нулем. Найти пол- 
ное решение при в < А.
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115. Линейные дифференциальные уравнения И-го порядка 
с постоянными коэффициентами. 

Однородные уравнения. Они имеют вид: 

ап ап-1 ап-2 

at Proc ta oe te + РьУ==0, (K) 

где р1, рэ, ..., р суть постоянные числа. 
Сделав подстановку у== е”*, мы получим в левой части: 

(77 + pyr" + por? 2 ow. Dy +p, )e™. 

Это выражение является нулем тогда и только тогда, когда удо- 
влетворено уравнение 

т рта рые... рьи-Н р, =0, () 
называющееся характеристическим уравнением для дифференци- 
ального уравнения (К). Если г есть корень характеристического 
уравнения, тогда е’* есть решение дифференциального уравнения (К). 

Корни характеристического уравнения (1) порождают частные ре- 
щения дифференциального уравнения (К). Это’ делается точно таким 
же образом, как и в случае уравнений второго порядка. Ничего 
существенно нового злесь нет, и мы сразу даем соответствующее 
правило интегрирования уравнения (К), отсылая за доказательствами 
к более обширным учебникам. 

Правило решения уравнения (К) 

Не рвы Й шаг. Написать характеристическое уравнение 

rn pyr? + per"? 4+- eee + Pya- t+ Pp == 0. (1) 

Второй шаг. Полностью решить характеристическое урав- 
нение, найдя все его п корней, действительных или комплексных, 
неравных между собой или равных. 

Третий шаг. Для корней характеристи4еского уравнения 
составить соответствующие частные решения дифференциаль- 
ного уравнения по следующему закону: 

Характеристи- Дифференциальное 
ческое уравнение уравнение 

а) Всякий отдельный дей- 
. ает частное решение е”*. ствительный корень г, a Р
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р) Всякая отдельная пара два частные рещения 
комплексных корней дает e*cosbx u e*sindx. 
at bi 

с) Кратный корень, встре- $ (или 2$) частных ре- 
чающийся $ раз, щений, получаемых 

дает умножением частных 
решений а) [или 5)] на- 
1, x, x7, ..., x87), 

Четвертый шаг. Умножить каждое из полученных п не- 
зависимых решений на произвольное постоянное и сложить все 
эти п парных произведений. Эта сумма и является общим ре- 
шением у дифференциального уравнения. 

зу d?y а 
Пример 1. Решить: —3 тв + 4y = 0, 

Решение. Прилагаем указанное правило. 
Первый шаг. Пишем характеристическое уравнение: 

ГЗ — 37? -4=0. 

Второй шаг. Решаем его; его корни суть —1, 2, 2. 
Третий шаг. а) Корень —| дает частное решение е-х. с) Двойной 

корень 2 дает два частные решения: 

ex uo xe2rx, 

Четвертый шаг. Общее решение есть 

у = Се-*- Се? *-- Съхейх. 

Пример 2. Решить 

dty dy d*y dy an Tat 75-125, +5y=0. 

  

Решение. Прилагаем указанное правило. 
Первый шаг. Характеристическое уравнение: 

ri— 473 + 10r2— 127 +5 =0. 

Второй шаг. Решаем его; его корни суть 1, 1, 1 £2i. 
Третий шаг. 2) Пара 1:2/ комплексных корней дает два частные 

решения: 2” с0$ 2х и e* sin2x. c) Двойной корень | дает два частные ре- 
шения е^ и хе*. 

1 Проверка аккуратности работы основывается на том, имеем ли мы, 
после совершения первых трех шагов, на самом деле п независимых част- 
ных решений, или меньше. Если работа велась аккуратно, мы должны иметь 
в точности п линейно независимых решений.
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Четвертый шаг. Общее решение есть 

у = Сче* -- Съхе* -- Сзех соз 2х -- Се sin 2x, 

y = e* (Cy + Cox + Cz cos 2x + C, sin 2x). 

Уравнения с правой частью. Они имеют вид: 

41-1 —2 

Ч р aes +P» a+ eee + Pay = Xx, (L) 

где р., Por +++» Py CYT постоянные числа, а Х — непрерывная функ- 
ция одного xX. 

Из 5 110 мы уже знаем, что общее решение у неоднородного 
уравнения (Ё) пишется в виде: 

У= СУ, СУ, ... СУ, У, (2) 

roe C.,Y,+-C.Yo.+ ... +C,Y, есть общее решение однород- 
ного уравнения (К), получить которое мы уже умеем, а последнее 
слагаемое У есть какое-нибудь частное решение предложенного 
уравнения (С) с правой частью. 

Таким образом, все дело сводится к получению только одного 
какого-нибудь частного решения у“ уравнения (Ё), но здесь, при 
произвольном виде непрерывной функции Х, стоящей в правой части, 
мы встречаемся со значительными трудностями. 

Однако когда функция Х имеет специальный вид, рассмотренный 
в $ 112, то тогда поиски частного решения у’ значительно облег- 
чаются и, в этом случае, можно с успехом применить к уравне- 
нию (Ё) п-го порядка все то, что мы делали для уравнений второго 
порядка. Это суть случаи, когда: 

1) функция Х есть многочлен Р(х) от буквы х; 
2) функция Х есть произведение Р(х). е@Х многочлена Р(х) на 

показательную функцию е“*; 
3) функция Х есть произведение Р (х) созбх или Р (х) “ифх, где 

Р(х) есть многочлен. 
В этих трех случаях определение частного решения У“ делается, 

как было показано на примерах, способом неопределенных коэф- 
фициентов. 

В этих случаях можно также руководиться следующим приемом. 
Правило разыскания частного решения у*. 
Первый шаг. Последовательно дифференцировать данное 

‘уравнение (Г) и получить либо непосредственно, либо путем 
исключения, новое дифференциальное уравнение, хотя и более 
высокого порядка т, но зато уже однородное, т. е. типа (К). 

20 Интегральное исчисление
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Второй шаг. Решить это новое дифференциальное уравне- 
ние по правилу решения однородных уравнений и написать его 
общее решение в виде: 

(СУ, СУ. eee -Н СУ) -Н Са-ча! eee +COnY ms 

где часть, содержащаяся в скобках, является общим решением 
того первоначального однородного уравнения, которое получаем, 
заменяя в данном уравнении функцию Х через нуль. 

Третий шаг. /Лодставить выражение СУ... СаУт 
в данное уравнение (ЁР), приравнять коэффициенты при одинако- 
вых членах, стоящих в левой и в правой частях полученного 
тождества, определить отсюда постоянные С®.,..., С® и под- 

ставить их в выражение СУ... СУ. Это выраже- 
ние 

9 =CO) Vngit one $COY,,- 

и явится искомым частным решением данного уравнения (Г). 
Этот метод мы разъясняем на нижеследующем примере. 
Примечание. Важно заметить, что решение характеристиче- 

ского уравнения нового дифференциального уравнения сильно облег- 
чается тем обстоятельством, что его левая часть всегда делится без 
остатка на левую часть характеристического уравнения старого диф- 
ференциального уравнения. 

Пример. Решить 

y” — By’ + 2y = хех. (3) 
Решение. Характеристическое уравнение предложенного уравнения есть 

r2— 38r +2=0. Ero корни суть 2, 1. Значит, общее решение соответствую- 
щего однородного уравнения есть 

Cye2* + Coer. (4) 

. Первый шаг. Дифференцируем (3): 

у” — Зу“ -- 2у’ = хех --ех. (5) 

Вычитая из (5) уравнение (3), имеем1: 

у" —4у” -- 5у’ —2у==е*. (6) 

Вова дифференцируя, имеем: 

ylV — ay + By” — Dy’ = ея. (7) 

1 Этого вычитания не следует бояться, ибо, дифференцируя предложен- 
ное уравнение, мы всякий раз получаем новое уравнение, содержащее в себе 
все решения старого уравнения. Поэтому оба уравнения: новое и старое, 
можно комбинировать сложением и вычитанием.
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Вычитая из (7) уравнение (6), имеем: 

ylV — By” + Gy” —7у’ + 2у=0. (8) 
Значит, имеем уравнение уже типа (К), т. е. однородное. 
Второй шаг. Решаем (8). Его характеристическое уравнение есть 

г4 — 573 -- 97? —7г--2=0. Его левая часть обязана делиться без остатка 
на левую часть г? — Зг-|-2 характеристического уравнения предложенного 
неоднородного уравнения (3). И, действительно, имеем, деля: 

rt — 5r3 4- 9r2 — 7r 4-2 = (r? — 8r + 2) (r — 1)2. 

Значит, корни характеристйческого уравнения 

г4 — 5r3 4. 9r2—7r1+-2=0 (9) 

суть 1, 1, 1, 2. Поэтому общее решение уравнения (8) есть: 

(Cye2* +- Coe*) + Сьхех -- С,х?ех. (10) 

Третий шаг. Сравнивая (10) и (4), мы видим, что. 

у" = СФхех -- СФлх?ех (11) 

является частным решением предложенного неоднородного уравнения (3) 
при надлежащих численных значениях CY), CO) произвольных постоянных 
C3 И Cy. 

Чтобы найти cf) и c®, дифференцируем дважды (11). Имеем: 

on = Cc) (xe* + e*) + CY) (x2e* + Qxe*) | d 

и (12) 
d2 + 

oo = CY) (xe* + 2e*) + CO) (x2e* + 4xe* + 260%). 

Подставляя (11) и (12) в предложенное уравнение (3) и сокращая на е* 
обе части, после приведения подобных членов мы имеем: 

— 2C x + (200 — CY) = «x. (13) 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях переменного х, мы 

имеем —2С0) =1 и 200) — С® =0. Отсюда: CY =—1 un CO) =—%. 
Подставляя в (11), имеем: 

yt = — хе" (1+ > *): (14) 

Таково частное решение уравнения (3). Общее же его решение будет 

y = Ce 4 Coot — хех (1+). 

$ 116. Метод Лагранжа изменения постоянных. Он применим для 
разыскания частного решения у” дифференциального уравнения 

Уп) -- рлум- В - рзуп-2) |... + pny = X, (4) 
когда известно общее решение 

СУ -- СУ - ... -- Си! (1) 

20*
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однородного уравнения 

Как было сделано в в 111 для  зрравнений второго порядка, метод Лагранжа 
начинается с того, что заранее пишут алгебраическую систему п линейных 
уравнений с л неизвестными С’, С», ..., С, 

С: У, + СУ, ... + C,Y 2 =0 | 

CYit С... CY, =0 
СУ! + СзУ + ... + CY, =0 | @) 

о ооо о оо oe @ 3 e © e © ® ® e ® © e 

— 7 — СУ") СУ D4 .+¢,Y2-9 =0 

CYL D 4+ COYY YM + HOLY YY =X. |   
7 7 7 

Эта алгебраическая система (2) определит нам неизвестные С, С., ..., С» 
в виде функций буквы х. Рассматривая эти неизвестные как производные 
некоторых функций С1, Со, ..., С» переменного х, мы их находим простыми 
кралратурами: 

с, = [| Стах, с, = | с; ах, ..., С» = f C,ax. 

Определив таким образом п функций Су, Со, ..., С», переменного x, 
мы берем выражение 

y" = CY + Co¥e + ... + Са (3) 
и доказываем, что оно обязательно является частным решением данного 
неоднородного дифференциального уравнения (1.). 

В самом деле, написав выражение (3) и дифференцируя его п раз, мы, 
в силу уравнений алгебраической системы (3), имеем: 

  

  

  

y= ай Су ... + Са 
а х 

= СИ CVG ee HOY 
ау’ и и 

5 — С.Р: С.Т, |... + С у 

ооо оо ве www .... (4) 

q"~ty* (п-1) (п-1) (n—1) pet Ni -- СТ. + eee +C,Y, 

oa CYP + СУМ... + С,У®--Х. 
Умножая эти ‘уравнения в нижеследующем порядке соответственно 

на Ри, Ра-1, Ри-2, -... ри 1 и складывая, мы находим: 
ve 4“ 1у* 

  

РА иг + ee. + Pant +t pay =X, (5) 

ибо Y;, Vo, .. и суть частные решения однородного уравнения (К) и, зна- 
чит, при сложении по вертикальным колоннам, все дадут в суммах нули. 

Таким образом, у’, определенное формулой (3), есть частное решение 
даннога уравнения (L). 

Заметим, что здесь коэффициенты р1, р., ..., Ри и правая часть Х могут 
быть любыми непрерывными функциями независимого переменного х.
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ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 
нений: 

44$ 425 t —t ae +3 ae 4s = 0. OTs, s = Cie + Cy* + Cy cos 2¢ + C, sin 2¢ 

d4x ах t —3f 
2. aa" ae" x= C,+Cot + Ce" + Cye . 

asx ax _ —_ 3t —4f 
3. а 4 2x dB = — 1257 =0. x=C,+ Cie +- Cye . 

ay  ,4y 2 —2x 
4. De ae 7% y=C + Coe* + Cie ™. 

45$ 45 
5. ав — 4 “dt — 0. _ _ 

Отв. $ = С: Се" * Се" С. сз У 9.#-- Су зв У.Е. 
dty ; 

6. Wt +292 —2y =0. _ _ 

Отв. у = Сие" 2х |. Coe V 2% +- Cs, cos 2x +- C, sin 2x. 
4 

7. at 12-5 a ae + =0, OTB. p= Ce? + Coe + CyeY® 4 Cye- VB, 

43$ —_ pt 9 
8. We 4.328 TB $13.25 ar Steg 0. Отв. s =e" (Cy + Cot + Cof?). 

dty о BY _ 

9. аа ав Г? te 2+ y=0. 
OTB. y = e* (C, + Cox) + Cs cos x + C, sin x. 

d4s 435 —t 9 
10. ae +3— ats 4328. oa Sy as. = 0. Отв. $ = те (Cy + Cot + C,t?). 

ay ЧУ 22. 4у — и. и +-2n Te + my = 0. 

Отв. у = (С1- Cox)- cos nx +- (Cg + C,x)- sin nx. 
t — _ 

435 11 == У 3 Уз 
12. 8 = $. OTB. s=Cye’ +e (Сьсоз 5 -- Со зп a Je 

ae 8 ox o( aad 13. as — oe 4 ae = @°. p=C,+e C, + C,8 +- >). 

4 
14. Stayt, у = Cye* + Coe~* +- Cygcos x + C, sin x — x3. 

43$ _ 425 4$ _ _ St —2t 15. iB — “ax 9 GP = 6. $ = C,-+ Coe” + Coe t. 

dy dy —_ uont 
16, ax — 3 4 + 2y = xe" . » а 

— Г.Х ax хех _ _ (2—3) 
Отв, у= Се + Coe + п? —Зп--2 (12—31 - 2) ° 

2 3t a 

и. a 9 Е -- 205 = Ве. Ors, s = Cie“ + Coe 45 (7 om +27). 
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18. 

19. 

21. 

SS 44s = t sin? 

t cos 2t f sin 2¢ 
  OTB. s = C; cos 2¢ +- Cy sin #47 — 

  

  

  

i i 32 — 16 ° 
$ 25 

ae ae 

445 
aE 94$ 154$ ae > 4 ds = 0, 

dy d*y __ с 

ах ам Че = х— 8. 

aty _ 3 48 У ay 0 
ах“ ах a ах ° 

   

СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ 

Найти общее решение каждого из следующих дифференциальных урав- 

  

нений: 

dy ГУ? у SF. — У — 1. x -- oe 0. Ors, Ce”? =2x-+-l. 

8 
dy \8 2 

о. (=) — 219. у—(#-+- С). 

dy \° о 3. (=) — 27? —=0, y=(x+ O78. 
3 

dy \? = 
4. (as) = 9x. y= x? РС. 

5. oy. + 4y = 5 sin 3¢ — 10 cos 3¢. 

Отв. y = C; cos 2¢ + C, sin 2¢ + 2 cos 3¢ — sin 3f. 

6, we "YA ay = 4c 4 ae. y = €; cos 24+ Cysin 2+ 5% 4 P—2 

7. a ЧУ 4 Ay = 16 — 5 за ЗЕ у = C, cos 2¢ +- Czy sin 2¢ +- sin 3f + 4. 

<4 ЧУ 4 ay = 8е? 4.15 sin = 9: Y= Cy cos 2t+ Co sin ¢-+e* + 4sin >. 

‚ 9. уах- (х Ру) ау =0. у? -- 2ху = С. 

45 ‚5 р С 
10. РЕ =9. sS=a hy: 

475 4 5 
11. We 33° Cys? = (Cyt + C,)? +4. 

(3, у у cos =) 
12. x sin dy—ysin -dx + x dx =0. OTs. Cx =e . 

ds 
13. arp TS tee = tye $ =1-- С 50$. 

14. 2 29 бу бе ве" ‚у = Сие -- Се р ей -- 9е-*.
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15. oy 2 Зи в — 12 х = Се ++ Се 1-4. 
2 ‘ 

16, = —2 5х = 5е*-|-11е-й. x = e7* (Cy cos 2t-+Cosin 2t) +e" 4+ а е-—* 

17. (х2-- у?) ах — 2хуау =0. Отв. Сх = х? — у. 
ds 1 — f? — == 3 — -— ({2 — 18, 7, + 2st = £8, $ a ( 1)+ Ce". 

ay 
19, a3 3 oY 5 22 a 2y = 0. 

x 

y=Cye *-+e* (Cocos x + Co sin x). 
20 By ‚ 2st 1 

ттт 
21. с 54.45 i S +. 13s = 4 cos $f — 12 sin 3¢. 

d?x ax —2t 
22. iz a — 6x = — бе“ — 6 — 18. 

23 as, ds — 6s = 6¢ -+ sint 26 (Ay +3x) 24 y 2x 
° а dt ° ° ах " 

4 

24, oY 4 A — Bx2y 3, 27, xy dx — (x3 + y3) dy =0. 

ау 2y ==. dy | 
25. Get xT. 28. ях НУШХ =1. 

Решить каждое из следующих дифференциальных уравнений, пользуясь. 
указанными преобразованиями: 

29. 2 48 054 — 53 = 0, Полагаем = Отв Е С 
dt v* ° 952 3 - 

30. (2-8 4$ = (2 -- 255 - $) 4Е. Полагаем $ =. 
| Отв. $ = Са -Ь 

31, (3-++ 2st) s dt = (3 — 2st) tds. Полагаем $ ==4. 

32. (x-+ yp =2х --2у--5. Полагаем x+y =v,



  

ГЛАВА IX 

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

$ 117. Двухмерная интегральная сумма. Мы уже знаем, что 
интегральной суммой называется сумма 

$ = f (&) Axo tf 6) Ax +... + FE) AK, + ow. Л (-1) Ахл-ь 

составляемая по следующему правилу. 
Первый шаг. Делим данный отрезок [а, 8] на в отрезков: 

[a= Xo, Xi], [%y, Xe], .. 6, [Xp Мруыйь +.» [Мо ©, =O]. 

Второй шаг. Выбираем в каждом из этих п отрезков про- 
извольным образом по одной точке: 

Е нь бы. Ша 

Третий шаг. Составляем п парных произведений f (E,) X Ax,, 
помножая длину отрезка на коэффициент, равный значению дан- 
ной непрерывной функции }(х) в выбранной точке этого отрезка. 

Четвертый шаг. Складываем полученные парные произве- 
дения все вместе. 

Такие интегральные суммы мы будем теперь называть простыми 
или одномерными. 

Совершенно по такому же правилу составляются двухмерные инте- 
гральные суммы, к рассмотрению которых нам и следует перейти. 

Представим себе, что на плоскости ХОУ у нас имеется замкнутая 
кривая С, не пересекающая саму себя. Совокупность точек пло- 
скости ХОУ, лежащих внутри кривой, а также на кривой, будем 
называть замкнутой областью ШО. Слово замкнутая и говорит 
о том, что в рассматриваемую совокупность точек включены точки, 
принадлежащие кривой С — границе области. Без этих точек область 
была бы незамкнутой !. Легко провести аналогию между понятиями 

1 В дальнейшем там, где это не поведет к недоразумению, т. е. где уча- 
щийся может ясно видеть, о какой области идет речь: замкнутой или не- 
замкнутой, мы для сокращения будем просто говорить «область».
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замкнутой и незамкнутой области и уже знакомыми нам понятиями 
отрезка (замкнутоге интервала) и промежутка (незамкнутого интер- 
вала, т. е. отрезка без концов). 

Пусть в замкнутой области 0) нам задана непрерывная функция f (x, y) 
двух независимых переменных хи у. Это значит, что всякой точке 
M(x, y), принадлежащей области Р или ее границе (т. е. кривой С), 
отвечает вполне определенное численное значение рассматриваемой 
непрерывной функции f (x, у). 

Определение. Двухмерной интегральной суммой называется 
сумма 

(М) о НМ) + +... HE (М) (Opt owe Ht F(M, 1) °On-19 

составляемая по следующему правилу. 
Первый шаг. Разбиваем данную замкнутую область О 

(рис. 110) на п площадок осу, 54, %, .-., би_в, Которые перечисляем. 
в каком угодно порядке. 

Второй шаг. Выбираем в каж- 
дой из этих п площадок по одной 
точке Му, М1, М., ..., Мь..., Ма 
беря ее каждый раз, где придется: 
внутри площадки или на ее контуре. 

Третий шаг. Составляем п пар- 
ных произведений: | 

(М) +в, F(My) > 91, f (Me) +59, 2-0, 1 x 

(М). с, вор (М, 1) *“п-1, 

помножая всякий раз величину пло- 
щади площадка на коэффициент, 
равный значению данной функции У(х, У) в выбранной точке 
площадки. Для удобства значение функции У(х, у) в точке 
М (х, У) с координатами х и у мы обозначили просто через 

(М). 
Четвертый шаг. Складываем все вместе полученные таким 

путем п парных произведений: 

S == (Мо- в + Л (М, +в. -- ... ЕЛ (М). ose ЛМ, 1-91 1. 

Ясно, что для данной области О и для заданной непрерывной 
функции f(x, y) можно образовать не одну только интегральную 
сумму, но бесчисленное множество интегральных сумм, потому 
что и область О можно по-разному разбить на площадки и по-раз- 
ному можно в них выбрать по точке. Отсюда читатель видит, что 
численная величина интегральной суммы $ зависит от двух обстоя- 
тельств: 

1) от способа разбиения области О на площадки; 
2) от выбора в этих площадках по одной точке. 

  

    
Рис. 110
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$ 118. Геометрический смысл двухмерной интегральной суммы. 
Мы видели, что простая (одномерная) интегральная сумма $ имеет 

очень несложный геометри- 

у ческий смысл: это есть 
просто площадь ступенчатой 

фигуры, составленной из 
прямоугольников, имеющих 
своими ‘основаниями от- 

резки Аху, Ах, ..., Ax, 1, 
а высотами  ординаты 

Л(5), fy), ...у Х (вл), 

т. е. значения рассматривае- 
мой функции / (х) в выбран- 
ных точках &, &,..., 1 
(рис. 111). 

; Можно дать геометри- 
ческое истолкование и для 

Рис. 111 двухмерной интегральной 
суммы 5. 

Для этой цели представим себе в трехмерном пространстве ОХУЙ 
{рис. 112) непрерывную поверхность, имеющую своим уравнением 

` z==f (x, У), 

где /(х, У) как раз и есть заданная нам непрерывная функция 
в замкнутой области 0), ограниченной контуром С. 

Этот последний лежит на плоскости ХОУ. Если мы через его 
точки проведем перпендикуляры к плоскости ХОУ, доводя их лишь 
‚до пересечения с нашей по- 7 

верхностью и обрывая их на 
ней, мы получим цилиндр, > 

образующие которого па- 
раллельны оси ОХ, нижнее 
основание которого плоское 
(именно, область) и верхнее 
основание которого кривое 
(именно, кусок нашей поверх- 
ности, ограниченной кривым 

замкнутым контуром С”). x 
Представим себе, что 

область О) разбита на fm Ma- 
ABIX площадок оу, 61, бо, ..., С 
би_1. Если мы теперь в гра- Рис. 112 
ничных точках каждой пло- 
щадки восставим точно так же перпендикуляры к плоскости XOY, 
доводя их до пересечения с нашей поверхностью, мы будем иметь п 
тонких цилиндров, образующие которых параллельны оси ОЙ. Ниж- 
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ними основаниями этих цилиндров служат плоские площадки с,, 
а верхними основаниями — кривые куски нашей поверхности, лежа- 
щие внутри кривого контура С’, начерченного, как сказано выше, 
на поверхности (рис. 112). Ясно, что объем всего цилиндра в точ- 
ности равен сумме объемов п этих тонких цилиндров. 

Выберем в каждой из плоских малых площадок оу, б1, 00,..., б,_1 
по одной точке М М,, М, ..., М; _.. Если мы теперь восставим 
в каждой из этих точек М, перпендикуляр к плоскости ХОУ, доводя 
его по-прежнему до пересечения с поверхностью, и если мы проведем 
через его конец, лежащий на этой поверхности, плоскость, парал- 
лельную горизонтальной плоскости ХОТ, мы получим цилиндр, имею- 
щий теперь уже оба свои основания плоскими и параллельными. 
Нижнее основание этого цилиндра есть малая площадка с; верхнее 
основание его по размерам и форме тождественно с площадкой с,, 
только поднято на высоту, равную значению функции /(х, У)в вы- 
бранной точке М;, т. е. равную /(М;)). Образующие же нашего. 
цилиндра, разумеется, параллельны оси ОЙ, т. е. вертикальны. 

Мы для удобства называем этот цилиндр с плоскими основаниями 
столбиком. Ясно, что столбик, опирающийся на площадку с;, есть. 
либо вписанный в цилиндр с кривым верхним основанием, опираю- 
щийся тоже на 6,, 2H00 описанный около него, либо промежуточ- 
ный. Все дело в том, как выбрана точка М; в площадке с;: выбрана ли 
точка М, так, что f(M;) есть наименьшее из всех значений функ- 
ции /(х, У) в площадке в;, или значение ](М,) есть наибольшее, 
или промежуточное между наименьшим и наибольшим. 

Итак, над каждой малой площадкой с; возвышается тонкий верти- 
кальный столбик с параллельными (горизонтальными) основаниями. 
Из элементарной же геометрии известно, что объем прямого цилиндра. 
равен произведению площади основания на высоту. Следовательно, 
объем рассматриваемого ` столбика в точности равен`парному произве- 
дению /(М)-с;, потому что площадь основания столбика равна с;, 
а высота его равна f (M)). 

Если мы теперь построим указанный тонкий столбик над каждой 

площадкой с,, мы получим ступенчатое тело, составленное из п стол- 
биков, объемом которого будет служить наша интегральная сумма: 

S=f (My) -% + f(M,)-o,+... + f(M,):9,-+... + f(M,-1) *бв-1- 

Таким образом, двухмерная интегральная сумма 5$ численно 
равна объему ступенчатого тела, составленного из вертикальных 
столбиков, имеющих площадки в;_, своими основаниями и аппли- 
каты Г(М,_!) поверхности своими высотами. 

$ 119. Двойной (определенный) интеграл. Мы знаем, что простая 
(одномерная) интегральная сумма 

S= f (&) Axo+ f Ах, coe PF G) Ax,;+ vee +1. - Ах,
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стремится к совершенно определенному пределу, когда наибольший 
из отрезков Axo, Ax,, ..., AXx;, ..., AX, 1, Ha которые мы разде- 
лили данный отрезок [а, 6], бесконечно умаляется. При этом ‘функ- 
ция }(х) предполагается непрерывной на всем отрезке [а, 6]. Далее, 

мы знаем, что этот предел интегральной суммы $ называется опре- 
деленным интегралом от функции Г (х), взятым по отрезку fa, J], 

b 

и обозначается знаком f F (x) dx. 

a 

Затем мы знаем, что определенный интеграл фактически вычисляется 
по формуле Лейбница — Ньютона: 

b 

[усдах=Е®Ь-—Е 

rae F(x) обозначает первообразную для f(x), T. e. F’ (x)= f (x). 
И, наконец, мы знаем, каков геометрический смысл определен- 

ного интеграла: простой (однократный) определенный интеграл 

у 

  

      
Рис. 113 Рис. 114 

зеометрически обозначает величину площади АабВ (рис. 113), 
ограниченной: отрезком [а, 68], ординатами в его концах и дан- 
ной кривой у= Г (х). 

Перейдем теперь к рассмотрению двухмерной интегральной суммы: 

S = f (Mo). 5 + F (My)+9, + wee $I (M))-9,4+ ... ЕЛ (М, 91 -и. 

Предположим, что площадки оу, сл, 9, ...,6,_м на которые мы 
разбили область Ш), заданную контуром С (рис. 114), изменяются 
с течением времени и начинают безгранично умаляться (и не 
в смысле одной только величины площади площадок, но и в смысле
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размера их диаметров), так что даже самый большой из их диамет- 
ров! и тот безгранично умаляется. Это значит, что площадки 
Spr 61, 62, ...› би_1 Делаются все более и более мелкими. И так как 
они должны заполнять постоянную площадь внутри контура С, то 
их число неизбежно должно безгранично увеличиваться. С другой 
стороны, непрерывная функция /(х,у) есть ограниченная; поэтому 
для всех точек М(х, у) мы имеем неравенство: 

If(~, У)|<К, 

где К есть постоянная величина. Отсюда следует, что «общий член» 
f(M) +5, двухмерной интегральной суммы $5 имеет абсолютную ве- 
личину, меньшую чем К.с;, и, значит, безгранично умаляется. 

Таким образом, когда наибольший из диаметров площадок 
у, 01, 62, ..., 9,_1 безгранично умаляется, двухмерная инте- 
гральная сумма $ становится суммой безгранично увеличивающе- 
г0ося числа бесконечно умаляющихся слагаемых, 

В этих условиях двухмерная интегральная сумма $ стре- 
мится к определенному пределу, всегда одному и тому же, 
какую бы форму ни имели бесконечно умаляющиеся площадки 
<, 61, 02, ..., б_1 UH Каким бы образом ни выбирались в них 
точки Му, Мь М., ..., Миа. 

Мы не можем в рамках настоящей книги входить в доказатель- 
ство этого важного предложения. Мы ограничимся тем, что просто 
предупредим читателя об его истинности для областей, ограниченных 
спрямляемыми кривыми, т. е. кривыми, имеющими конечную длину; 
доказательство же можно найти в более подробных курсах ана- 
лиза. 

Предел двухмерной интегражьной суммы © называется двойным 
(определенным) интегралом и обозначается знаком, аналогичным 
знаку простого (однократного) интеграла, именно: 

f [foe sax dy. 
D 

Читается этот знак так: «двойной интеграл по области О эф 
цкс игрек дэ икс дэ игрек». 

1 Диаметром 4 какой-либо плоской фигуры Р называется наибольшая 
из хорд этой фигуры. На прилагаемом рисунке 115 диаметром, очевидно, 
является хорда 4. Если фигура с течением времени изме- 
няется так, что ее диаметр безгранично умаляется, то 
это значит, что она стягивается в точку. Если же 
только площадь фигуры безгранично умаляется, то отсюда 
еще не следует, что она должна стягиваться в точку, 
Так как фигура может оставаться весьма длинной и только 
безгранично утончаться. Рис. 115
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Подетановка буквы Д под знаком двойного интеграла f f есть. 

указание на то, что интегрирование (т. е. суммирование, сопро- 
вождающееся затем переходом к пределу) ведется по всей области О. 

Примечание. Как и простой (однократный) определенный интеграл 
5 

f 1(х) ах, двойной (определенный) интеграл получил такое символическое 

а 

обозначение, которое всегда бы нам напоминало, пределом какого именно 
выражения он служит. Именно, двухмерная интегральная сумма 

Ff (Mo) + 890 + (My) -9y-b ww. + У(М-у-ча- ... +7 (М1): 9и-—1 

может быть составлена в предположении, что плошадки о, с1,..., би-1 
являются прямоугольниками, полученными от разбиения области 2 прямыми 

линиями, параллельными осям координат 
у ОХ и ОТ (рис. 116). 

Предположить это мы всегда вправе, 
так как предел интегральной суммы не 
зависит от формы площадок о, <1,..., бп-—1, 
лишь бы они все безгранично умалялись 
(диаметром). Но если мы дадим площад- 
кам оо, 01,..., ви-1 прямоугольную форму, 
как было ‘указано, то ‹общий член» инте- 
гральной суммы напишется в виде тройного 

x произведения 

      

4) 
Л(хь У) Ах; Вул 

Рис. 116 
потому что «общей площадкой» будет те- 
перь та, которая составлена из точек 

M(x, y), абсциссы которых х удовлетворяют неравенствам Хх; < х < ̂ !+1 
и ординаты которых удовлетворяют неравенствам у; < у < 7;+1. Поэтому 
площадью такой площадки будет произведение Дл; .Ду;. 

Выбирая же точку М1; с координатами хр у; (т. е. нижнюю левую вер- 

шину) на этой «общей» плошадке, мы получаем общий член интегральной 

суммы в виде f(x;, у;) Ах;.Аур, и, значит, сама интегральная сумма напи- 

шется в виде: 

$ S Л(хь Ул) Ал. Ву}, 
ij 

где первое суммирование делается по значку ], что дает вертикальную 

полоску, содержащуюся внутри контура С, а второе суммирование, по 

значку [, заставляет эту полоску двигаться слева направо, описывая таким 
образом внутренность всего контура С. 

Если теперь общее приращение абсциссы Ах; написать просто в виде Ах, 

а общее приращение Ду; ординаты написать просто в виде Ду, то интеграль- 
ная сумма напишется в виде: 

SS fe y) Ax dy.
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Естественно поэтому и предел интегральной суммы, т. е. двойной (опре- 
деленный) интеграл, написать так, чтобы некоторые следы интегральной 
суммы были сохранены в обозначении предела. Отсюда и получилось обо- 
значение двойного (определенного) интеграла в виде символа 

f [ f(x, у) ахау. 
р 

$ 120. Геометрический смысл двойного интеграла. В силу 
изложенного ранее о геометрическом смысле двухмерной интеграль- 
ной суммы, геометрический смысл двойного (определенного) интеграла 
очень прост. Мы видели, что двух- 
мерная интегральная сумма обозначает 7 
объем ступенчатого тела, составленного 

из вертикальных столбиков, имеющих 
площадки с,_;, своими основаниями и 
аппликаты ] (М,_,) поверхности своими 
высотами. 

Обозначим через У объем вертикаль- т 
ного цилиндрического тела (рис. 117), 0 у 
образующие которого параллельны 
оси ОЙ, нижним основанием которого 7 0 
служит область 0), лежащая на пло- x С 
скости ХОТ, а верхнее осневание ко- 
торого кривое, представляющее собой 
кусок поверхности 2=—/(х, у), при- 
крывающий сверху рассматриваемое 

цилиндрическое тело. Если, приняв какое-нибудь разбиение области D 
на площадки сх, с1, со, ..., 9,_1, Мы выберем точки Му, М,, М., ... 

.. Ма_1 в них так, чтобы соответствующие аппликаты f (M,) 
всегда были минимальными в этих площадках, тогда столбики, 
имеющие с, своими основаниями и { (/М,) своими высотами, понятно, 
будут вписанными в вертикальные цилиндры, имеющие в; своим 
нижним основанием и кусок поверхности 2 = /(х, у) своим верхним 
основанием. Значит, раз столбик является частью цилиндра, в кото- 
рый он вписан, то объем столбика будет меньше объема этого 
цилиндра. И так как объем столбика равен /(М})-с,, то отсюда 
следует, что сумма объемов всех п столбиков, равная, очевидно, 
интегральной сумме 

S=f (Mo) > % +f (Mi): a+... +f (M2) "Spm. 

Zs Ley 

  

          

Рис. 117 

будет меньше суммы объемов всех п цилиндров; эта же последняя, 
очевидно, равна объему У всего цилиндрического тела. Итак, мы 
находим, что при выборе точек Му, M,, My, ..., M,_1, дающих 
минимальные аппликаты, 5 «У. Поэтому и предел интегральной



320  KPATHBIE HHTETPAJIBI гл. 1х 
  

суммы $5 не может быть больше, чем У. Следовательно, 

[fre у) ах ау=У. 

р 

Если теперь мы сделаем другой выбор точек Mo, My, ..., M,_14, 
выбирая их так, чтобы аппликаты /(/М,) были максимальными 
в площадках с, то рассматриваемые столбики, имеющие основани- 
ями с, и высотами / (М;), будут, очевидно, уже описанными около 
соответствующих цилиндров, и, значит, ступенчатое тело, составлен- 
ное из столбиков, будет содержать все цилиндрическое тело. Так 
как объем ступенчатого тела есть интегральная сумма, то поэтому 
при таком выборе точек Ме, М, М», ..., М‚_: мы получим $ >У, 
и значит, 

[fre. y) dx dy=V. 

D 

Сопоставление двух предыдущих неравенств дает: 

Г] усе, зах ау. 
D 

Следовательно, двойной (определенный) интеграл от непрерыв- 
ной функции Г(х, у) по области Р численно равен объему вер- 

у тикального цилиндрического тела, 
имеющего область О) одним своим 

R Г основанием п кусок поверхности 
Umi z==f (x, y) Opy2um своим основа- 

нием. 
Заметим, что если поверхность 

и" Е z==f(x, У) расположена под пло- 
скостью XOY, то двойной инте- 

0 

     

     грал, а стало быть, и объем У 
тела отрйцательны, потому что 

Рис. 118 в этом случае функция Д(х, у) 
отрицательна. 

$ 121. Вычисление двойного интеграла. Случай прямоуголь- 
ной области. Случай этот самый простой, и с него естественно 
начать вычисление двойного интеграла. 

Возьмем прямоугольник РОТА (рис. 118), все точки M(x, у) 
площади которого имеют абсциссу х, заключенную между а и 5, и 
ординату у, содержащуюся между с и @, т. е. а = х = фи с= у=а. 

Пусть функция /(%, У) есть непрерывная внутри этого прямо- 
угольника, включая контур. 

41,7, 11 111 Тр
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Чтобы вычислить двойной интеграл 

[ [fe захау, 
PQTR 

естественно разбить прямоугольник РОГА на маленькие прямоуголь- 
ники, проводя прямые, параллельные осям координат. Разделим для 
этого отрезок [а, 65], лежащий на оси ОХ, на п малых отрезков при 
помощи точек деления а«х«<х.<...«х,_<Ь и проведем 

через эти точки деления прямые, параллельные оси ОУ. Аналогично 

разделим отрезок [с, 4], лежащий на оси ОУ, на т малых отрезков 
при помощи точек деления с<у<у<...<у„_!<а и про- 
ведем через эти точки деления прямые, параллельные оси ОХ. 

Ясно, что вследствие этого данный прямоугольник РОТА разо- 
бъется на п Жт прямоугольников, для которых и следует составить 
интегральную сумму; при этом для удобства мы выбираем точки М 
в нижнем левом углу каждого из этих четырехугольников. Таким 
образом, в прямоугольнике 

[Уха У, < У У, 

заштрихованном на чертеже, нами будет выбрана точка (х,, У». 
Этот прямоугольник мы будем рассматривать как «общий». Его 

площадь, очевидно, равна Ax, X Ay,. 

Поэтому «общий» член интегральной суммы будет 

f (х,, ¥;) ° Ax, ° Ay; 

Следовательно, вся интегральная сумма будет 

п-1т-1 

№ 5 1 (хь У) - Ах, - Ву,. 
i=0 f=0 

Оба указанные суммирования здесь производятся одновременно. 

Но рассматриваемая интегральная сумма есть конечная, а во всякой 

конечной сумме можно изменять как угодно порядок суммирова- 

ния. Естественно поэтому в целях удобнейшего вычисления предла- 

гаемой интегральной суммы попробовать вычислить ее двумя следую- 

щими способами. 

Первый способ 

Сначала суммирование ведется по переменной у и уже затем 
по переменной х. 

Так как буква у снабжена значком /], а буква х — значком i, 
то нужно сначала суммировать по значку /] и уже затем по i. 

21] Интегральное исчисление
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Значит, мы имеем: 

п-1 т-1 

S Ax; X S f (xp У)-Ау, |. 
1—0 j=0 

Заметим при этом, что просуммировав по значку ], мы у полу- 
ченной частной суммы имеем право вынести за знак суммирования 
множитель Ах,, так как он один и тот же у всех членов рассматри- 
ваемой частной суммы. 

Напишем эту двухмерную интегральную сумму для простоты 
иначе, именно: уничтожим значки у букв хи у, предполагая, что 
значения этих переменных изменяются не непрерывно, а скачками, 
причем х пробегает числа а, х,, х., ..., х„_: и У пробегает числа 
с, У1, У», -... Ут_1 Тогда наша двухмерная интегральная сумма 
напишется так: 

b d 

S| Axx Sf (xy) Ay |. 
a 

Геометрически такой порядок расположения слагаемых в двух- 

мерной интегральной сумме означает, что сначала набираются слагае- 
мые по вертикальной полоске, так как 

у при первом (внутреннем) суммировании х 
р 7 предполагается постоянной (рис. 119). 

а |- И уже затем, набрав слагаемые по всем. 
вертикальным полоскам, мы производим 

| второе (наружное) суммирование, склады- 
бе вая все вертикальные суммы, для чего 

г теперь уже нужно изменять х. 
Будем теперь безгранично умалять 

Рис 119 диаметры одновременно всех прямоуголь- 
` ников, на которые был разбит данный 

прямоугольник РОТА, Мы знаем, что 
тогда двухмерная интегральная сумма стремится к совершенно опре- 
деленному пределу, который есть двойной интеграл 

  

  

    
  

Le
 R
y
   a BX 

[fle у ахау 
PQTR 

по площади прямоугольника РОТА. 
Так как бесконечное умаление прямоугольников мы вольны про- 

изводить, как нам вздумается, то мы можем сначала бесконечно 
умалять высоты Ау этих прямоугольников!, оставляя неприкосновен- 
ными их основания Ах. Но вследствие того, что первая (внутренняя)
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сумма, есть, очевидно, простая (одномерная) интегральная сумма, то 
ее пределом при этом приближении высот Ау прямоугольников 
к нулю будет простой (однократный) определенный интеграл 

а 

ff nay, 

взятый между постоянными пределами с и 4 по букве у в пред- 
положении, что буква х постоянная. 

Значит, подводя все Ду к нулю, мы имеем как промежуточный 
этап вычисления двойного интеграла количество 

b d 

SAxx fF (x yay. 

Наконец, подводя к нулю Ах, мы находим уже окончательный 
результат: 

b а 

Гус, уахау = [ах [ Л(х, у)ау. 
PQTR 

Итак, вычисление двойного интеграла по прямоугольнику требует 
таких действий: 

Правило. Первый шаг. Предпо- 
лагая переменную х постоянным чис- 
лом, проинтегрировать функцию } (х, у) 
по переменной у между пределами 
си а, определяющими ее изменение. 

Второй шаг. Лолученный после 
первого шага результат проинтегриро- 
вать по переменной х между преде- 
лами аиф, определяющими ее изме- Puc. 120 
нение. 

Прилагаемый рисунок 120 служит читателю для напоминания 
о том, что интегрирование сначала идет по вертикальным полоскам 
(значит, х постоянно) и уже после этого интегрирование ведется 
по х ота до 6. 

  
  

  

  

Второй способ 

Сначала суммирование ведется по переменной х, а уже 
затем по переменной у. 

1) Кажущаяся рискованность этого рассуждения не дает места, даже 
формально, каким-либо сомнениям, так как ведь мы с самого начала пред- 
полагаем существование предела двухмерной интегральной суммы. 

21*
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Все, что было сказано выше о первом способе, приложимо и ко 
второму, потому что свойства переменных х и у совершенно одина- 
ковы. Только здесь все идет наоборот, так как переменные хи у 
здесь меняются ролями. 

Прежде всего мы еше раз изменяем порядок слагаемых в двух» 
мерной интегральной сумме, производя сначала суммирование по 
значку фи уже потом — по значку /. Это дает право написать двух- 
мерную интегральную сумму в виде 

т-1 n—-1 

S Ay; xX S F(X, Yj) + AX; ]. 
~J=0 i=0 

Здесь мы, производя частное суммирование по значку #1, выносим 
количество Ду,, как постоянный множитель, за знак этого частного 
суммирования. 

Полученную формулу мы напишем в виде 

а b 

S| Ay x Sf, у). Ах |, 
a с 

предполагая, что сохраняется прежнее соглашение о том, что пере- 

менные хи у пробегают не все возможные значения, но Лишь 

у a, X1> Xo, «ees Xn-1 И С, Ут У2, -.-: 

Ут-—1- 
|: - A T Геометрически такой порядок рас- 

положения слагаемых в двухмерной 
интегральной сумме означает, что сна- 

чала набираются слагаемые по горизон- 
тальной полоске (рис. 121), потому 
что при первом (внутреннем) суммиро- 

Х вании у предполагается постоянной. 
И уже затем, набрав слагаемые по всем 

Puc. 121 горизонтальным полоскам, мы произво“ 
дим второе (наружное) суммирование, 

складывая все горизонтальные суммы, для чего теперь уже нужно 
изменять У. 

Г   

  

Для полного вычисления двойного интеграла f | 7 (х, у) ахау 

PQTR 
мы должны одновременно бесконечно умалять стороны Ах и Ay 
наших прямоугольников в выражении двухмерной интегральной суммы. 
Производя сначала бесконечное умаление сторон Ах, мы имеем 
в качестве промежуточного этапа вычисления предела двухмерной 
интегральной суммы количество 

а b 

Say X ff nae.
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Наконец, приближая к нулю Ау, мы находим уже окончательный 
результат: 

а b 

f fre. yydxdy = f dy fre. y) ax. 
PQTR 

Правило. Первый шаг. Лредполагая переменную у nocmo- 
янным числом, проинтегрировать функцию ](х, У) по перемен- 
ной х между пределами аи 6, определяющими ее изменение. 

Второй шаг. /Лолученный после первого шага результат 
проинтегрировать по переменной у между пределами с иа,. 
определяющими ее изменение. 

  

  

  

  
      

у / у 

A 7 77 — 

Cr , 
pl 1@ ИЕ ‚Хх р. № 

0] а 2 2 70% 
Рис. 122 Рис. 123 

Прилагаемый рисунок 122 послужит читателю напоминанием того, 
что интегрирование сначала идет по горизонтальной полоске (у по- 
стоянно) и уже затем по букве у от с дю d. 

Пример 1. Вычислить интеграл 

f xy dx dy 

PQTR 

по прямоугольнику РОТЮ, вершины которого лежат соответственно в точ- 
ках (2, 1), (10, 1), (10, 7), (2,7) (рис. 123). 

Первый способ 
Решение 
Первый шаг. Предполагая букву х постоянной, интегрируем функ- 

цию ху по переменной у между пределами 1 и 7, определяющими ее 
изменения: . 

247 
x f yay = «|| =(5-—5)* = 24х. 

1 

Второй шаг. Полученный после первого шага результат интегри- 
руем по переменной Хх между пределами 2 и 10, определяющими ее изме- 
нение - 

р x2 10 

24 f хах= || — 24.48 — 1152. 
a
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Короче вычисление следует записывать так: 

10 7 10 7 

|4 [ J xydeay= fae fryay— 

PQTR 1 
10 

=f х | -5- зак Гена 

Второй способ 

Меняя порядок интегрирования, т. е. интегрируя сперва по х, а затем 
по у, получим: 

7 10 7 

ff svaray= ff рук [у [ву 

PQTR 

- 27 ay = 48[ >]! — 48.24 — 1152. 

Пример 2.  ВЫЧисдить объем прямоугольного параллелепипеда 1 (рис. 124), 
основанием которого служит прямоугольник примера 1, а высота равна 5. 

т. 
2 

А   
YY 

г 
                        

  

    
1: Hi г. 

К UZ 
Q R 

Puc. 124 Puc, 125 

Решение. 

Положим Л(х, у) =5. Тогда двойной интеграл f f 5ах ау согласно его 

. PQTR 
геометрическому смыслу ($ 120) дает искомый объем параллелепипеда: 

107 10 7 

[ f Saxay = f f Saxdy 5] Гакау = 

PQTR 
10 7 

=5f ax f из | ==] 6dx = 5-6-8 = 240. 

1 Разумеется, для вычисления объема параллелепипеда нет нужды пользо- 
ваться интегральным исчислением, и рассматриваемый пример служит только 
иллюстрацией исследуемого вопроса.
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Пример 3. Вычислить объем прямого параллелепипеда, срезанного сверху 
параболоидом 2 = 4 — х? — у? и стоящего над квадратом который образуется 
в плоскости ХОТ прямыми х = +1, y= 1 (рис. 145). 

Решение. Здесь Х(х, у) = 2 = 4 — х? — у?, и мы будем иметь: 

+ +1 +1 

У = ] f @—2—yayar= fa еек 

—1 -1 -—1 —1 

+1 +1 
3 +1 

— [я] у = [ (s—Z—2) ay =13 5. 
3 4 . 3 3 

—1 —1 

$ 122. Вычисление двойного интеграла. Общий случай 
области, ограниченной криволинейным контуром. Мы сначала 
предполагаем, что область О ограничена криволинейным контуром С, 
таким, что всякая вертикальная пря- 
мая встречает его не более как у 
в двух точках (рис. 126). Случай 
этот мы рассматриваем по аналогии 
с предыдущим 1. 

Если абсцисса точки Р есть х, 
то длины обоих отрезков РМ, 
и РМ., где М; и М,» суть две точки 
встречи криволинейного контура С 
с вертикальной прямой, проведенной . 

через точку Р‚, понятно, зависят от х. 
Следовательно, длины отрезков РМ, 
и РМ, будут две некоторые функции Рис. 126 
аргумента х. 

Мы вводим обозначения: РМ, =9,(х) и РМ, ==‹.(х) и предпо- 
лагаем, что наш контур С таков, что функции ф, (х) и $(х) непре- 
рывные. 

Пусть /(х, У) есть данная нам непрерывная функция в замкну- 
той области О, т. е. включая и самый контур. 

Чтобы иметь двухмерную интегральную сумму, мы делим 
область О на весьма малые прямоугольники, проводя прямые, парал- 
лельные осям координат ОХ и ОУ. Образующиеся при этом прямо- 
угольники будут двух сортов: полные и урезанные криволинейным 
контуром С. Первые будут лежать внутри контура С, вторые булут 
пересекаться с контуром С. Этими последними мы будем всегда пре- 
небрегать, потому что тот добавок, который они вносят в двухмер- 
ную интегральную сумму, будет безгранично умаляться с бесконечным 

    

+ Мы отсылаем для строгого рассмотрения этого случая к более пол- 
ным курсам математического анализа.
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умалением диаметров всех прямоугольников. Действительно, обозна- 
чая площади этих урезанных контуром С прямоугольников через в, 
,,..., ®,) И выбрав в них как-нибудь по одной точке М’, М”, ... 

..., МФ), мы видим, что этими неполными прямоугольниками будут 
внесены в двухмерную интегральную сумму слагаемые: f(M’)- o,, 

1 (М”) +в, ..., ЛМ) в. 
Но функция /(х, У), будучи непрерывной, есть функция ограни- 

ченная. Это значит, что имеем всегда 

Ма, MICK, 

где К — положительная постоянная. 

Поэтому слагаемые, внесенные в двухмерную интегральную сумму 
урезанными прямоугольниками, все вместе составят количество, по 
абсолютной величине меньшее, чем 

К.К. в.--... НК -о, 

К (оо... К о,). 
ИЛИ 

Но @,-++@,-+ ... +0, есть вся площадь этих урезанных кон- 
туром С прямоугольников. Читатель должен рассматривать, как оче- 
видный, тот факт, что сумма в. ®.--... -®, площадей уре- 
занных контуром С прямоугольников стремится к нулю вместе 
с бесконечным умалением диаметров этих прямоугольников. 
Таким образом, имеем ИК (и. {- в -- ... + о,)==0, что доказы- 
вает, что неполными прямоугольниками всегда можно пренебрегать. 

Что же касается полных, то мы берем их все и для того, чтобы 
иметь двухмерную интегральную сумму, выбираем в каждом из них 
точки М в нижнем левом углу его. Поэтому если прямоугольник 
(Xp; XX У, < Уж У,+1) есть «общий» полный четырехуголь- 
ник, то он внесет в двухмерную интегральную сумму слагаемые 

(хь У) Ах; - Ау, 

и, значит, вся двухмерная интегральная сумма (кроме слагаемых, 
происходящих от неполных четырехугольников) будет: 

SS f (x; У} - Ах, . Ду,, 
if 

где значки [фи ] должны браться лишь такими, чтобы соответствую- 
щий прямоугольник (Хх; < Х<Х:41, У, << У<У,.1) непременно попал 
внутрь контура С и не был ни урезанным, ни внешним для кон- 
тура С.
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Написав эту двухмерную интегральную сумму сокращенно в виде 

SS f(x, yy Ax Ay, 
a y 

где хи у пробегают отнюдь He все возможные числа, а лишь те 
числа х; и у,, которые послужили для покрытия внутренности кон- 
тура С сетью четырехугольников и притом с тем ограничением, 
чтобы соответствующие четырехугольники попадали полностью внутрь 

контура С, мы производим перегруппировку слагаемых. 
Именно, мы сначала набираем слагаемые для прямоугольников, 

составляющих вертикальную полоску. Значит, набирая вертикальную 
полоску, мы обязаны рассматривать переменную х как постоянное 
число; поэтому у всех этих слагаемых множитель Ах будет одина- 
ковым, И его, следовательно, можно вынести за знак этого частного 
(по вертикальной полоске) суммирования. И уже затем, набрав сла- 
гаемые по вертикальным полоскам, мы должны будем сложить все 
эти вертикальные суммы, для чего теперь нужно изменять перемен- 
ную Хх. 

Если мы выполним указанную перегруппировку, двухмерная инте- 

гральная сумма примет вид: S [Ах x S T(x, у) Ау . 
х y 

Для вычисления двойного интеграла f f F(x, у)ахауУ мы дол- 

жны одновременно бесконечно умалять стороны Ах и Ау наших 
прямоугольников в выражении двухмернойхинтегральной суммы. Произ- 

ведем сначала бесконечное умаление сторон Ду, как было объяснено 
в сумме прямоугольного контура интеграции. Мы будем иметь в ка- 
честве промежуточного этапа вычисления предела двукмерной 

$ (№) 

интегральной суммы количество S Ax Хх Л (х, у)4у, потому, что 
x фа (%) 

при х постоянном точки М(х, У), выбранные в прямоугольниках 
рассматриваемой вертикальной полоски, находятся только на от- 

резке М,М., деля его на бесконечно умаляющиеся части. Поэтому 
при х постоянном переменная интеграции у пробегает лишь отре- 
30k М.М, и, значит, при интегрировании по у мы имеем: 
ф;: (Хх) < У<9.(х), где х в этот момент рассматривается лишь как 
постоянная величина. 

Наконец, приближая к нулю Ах, мы имеем уже окончательный 
результат: 

ь a (*) 

[fre Уахау= [ах т 1(х. У)ау, 

р a $: (Х)
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rie аи ф— это Te два крайние значения абсциссы х, которые 
вообще только возможны для абсцисс вершин прямоугольников, лежа- 
щих в области О. Значит, а й В суть такие два числа, что верти- 
кальные прямые х=аи х==ё прикасаются к контуру С слева и 
справа, содержа его между ними. 

Таким образом, для вычисления двойного интеграла по области О, 
ограниченной контуром С, не пересекающимся с собой и притом 
таким, что всякая прямая, параллельная оси ОУ, пересекает его не 
более чем в двух точках (рис. 127), имеем: 

Правило. 

Первый шаг. Найти уравнение у=Ф,(х) нижней линий 
контура С и уравнение у—=.(х) его верхней линии. 

у у 

| d   

  

        

  

    
Puc. 127 Рис. 128 

Второй шаг. Предполагая переменную х постоянной, про- 
интегрировать функцию f(x, y) по у между пределами , (x) 

i G(x). | 
Третий шаг. Лолученный после второго шага результат 

проинтегрировать по х между двумя постоянными числами а 
ц р, находимыми из того условия, чтобы прямые х=аих==6 
касались слева ий справа заключенного между ними контура С. 

Так как роли переменных х и У одинаковые, то учащийся без 
всяких новых рассуждений видит справедливость и следующего вто- 
рого правила для вычисления двойного интеграла по области. О, 
если только всякая прямая, параллельная оси ОХ, пересекает кон- 
тур С, ограничивающий эту область не более чем в двух точках 
(рис. 128). 

Первый шаг. Найти уравнение х =Ф, (у) левой линии кон- 
тура С и уравнение х==Ф.(у) его правой линии (рис. 128). 

Второй шаг. Лредполагая переменную у постоянной, про- 
интегрировать функцию f(x, y) no х между пределами Ф. (у) 

и Ф. (у).
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Третий шаг. Полученный после второго шага результат 
проинтегрировать по у между двумя постоянными числами с 
& 4, находимыми из того условия, чтобы прямые у=си у=—а 
касались сверху и снизу заключенного между ними контура С. 

Если контур С пересекается прямыми вертикальными и прямыми 
горизонтальными не более чем в двух точках, то к нему приложимы 
сразу оба предыдущие правила и тогда надо поступать как удоб- 
нее. 

Если контур С пересекается прямыми, параллельными осям коор- 
динат, более чем в двух точках, тогда площадь, содержащуюся внутри 
контура С, разбивают на такие части, к которым можно уже при- 
менить предыдущие правила. 

у 

  

    

  

Рис. 129 Рис. 130 

Например, достаточно рассечь область Ш), представленную на 
рисунке 129, по пунктирным линиям, чтобы предыдущие правила 
оказались применимыми к каждой из трех областей Д., Dp, Пу 
в отдельности. Ясно, что двойной интеграл по области ОД будет 
равен сумме трех двойных интегралов по областям О., О., О.. 

Пример. Проинтегрировать функцию /(х, у) = х--2у, если рассматри- 
ваются значения ее в области, ограниченной линиями уЗ=4-- хи х=5 
(черт. 130). 

Решение. Искомый интеграл есть 

а $. (у) 

r= f Г @+2yayax, 
¢ 9, (¥) 

причем первое интегрирование мы будем производить по х. 
Первый шаг. Находим уравнения х = $. (у) и х=.Ф.(у) левой и 

правой линий контура, ограничивающего рассматриваемую область. Левой 
линией является парабола. Поэтому из уравнения ее находим х = у? — 4. 

ая линия есть прямая хХ-=5. Следовательно, х==Ф; (У) = у —4 и 
х = Do (y) =o.
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Баорой шаг. Предполагая у постоянным Числом, интегрируем функ- 
x-+ 2 цию у по х между найденными пределами х =: у? —4 и х=5: 

: 5 2 9 4 
[ (e+29 ax = [5 +292] = +18 +429 — 5. 

у-4 77 

Третий шаг. Полученный результат надо теперь проинтегрировать 
по у между двумя постоянными пределами с и 4, которые определяются из 
того соображения, чтобы контур С содержался между прямыми у=си 
у = а, касаясь их. Очевидно, в этом случае такими прямыми являются пря- 
мые, параллельные оси Ох и проходящие через точки пересечения прямой 
х = 5 с параболой. Для определения координат точек В и С решаем сов- 

местно уравнения параболы и прямой и 
находим: В (5, 3); С (5, —3). Следовательно, 

  

    

В уравнения искомых прямых будут: у = —3, 
+ Ф | VO rs y= +3. Итак, искомыми пределами 
у у: a являются с = —3, 4 = -3З. Поэтому пишем: 

> se x +3 

A G — f (5 2—8 — >) 1= | (5187447 —2—5)4у= 
$$ —3 
47 Чу ут a 

| 4x Г =— 50 =. 

Рис. 131 Когда у учащегося приобретается на- 
вык в решении такого рода задач, можно 

вычисление интегралов производить и короче, сразу найдя значения преде- 
лов внутреннего и внешнего интегралов. Таким образом будем иметь: 

+3 5 +3 
2 5 

l= f f 42) dydx= | [e+e] dy= 

—4 _$ yi—4 _3 

+3 
9 y4 2 

enn — 8 — — — = — - ] (++ 2у8 +) dy = 50. 

Решим теперь этот же пример, изменив порядок интегрирования: 

b 

= 
Первый шаг. Находим уравнения у =: (х) и у == $2 (х) нижней и 

верхней линий, ограничивающих рассматриваемую область (рис. 131). Ниж- 
ней линией является нижняя ветвь параболы у2=4--х, а верхней — верх- 
няя ее ветвь. Поэтому получим: 

у= 91 (х)=— У 4-х 

у = фа (х) = + Ух. 

фз (Хх) 

(x +- 2y) dx dy. 

#, (x)
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Второй шаг. Предполагая х постоянным числом, интегрируем функ- 
цию х--2у по у между найденными в первом шаге пределами: 

+И4-х 

(х-- 2у) ау=2хух- 4. 

—У4+х 

Третий шаг. Полученный результат надо теперь проинтегрировать 
по х между двумя постоянными пределами а и $, которые определяются из 
того соображения, чтобы контур С содержался между прямыми х =аи 
х =, касаясь их. Очевидно, что таковыми прямыми являются в нашем 
случае слева — прямая, проходящая через вершину параболы параллельно 
оси ОУ, а справа — прямая х==5. Уравнение левой прямой есть х = —4, 
ибо точка А имеет координаты (—4, 0). Таким образом а=— 4, В =5. 
Поэтому будем иметь: 

+5 

[= [ 2ху4--хах =5-. 
4 

Заметим, что при интегрировании вторым способом мы пришли к необ- 
ходимости вычислить более трудный интеграл. Поэтому при выборе порядка 
интегрирования следует принимать во внимание сложность получающихся 
после первого интегрирования функций. В примере § 125 мы покажем, что 
при выборе порядка интегрирования следует принимать в соображение также 
и характер контура, ограничивающего область интегрирования. 

$ 123. Двойной интеграл в полярных координатах. Мы знаем, 

что при вычислении двойного интеграла f f f(x, у)ах ау вовсе не 

D 
обязательно пользоваться непременно бесконечно умаляющимися пря- 
моугольниками, имеющими стороны, параллельные осям координат OX 
и ОУ: здесь возможен бесконечный произвол. Мы знаем, что всегда 

Г [лсх, у) ахау = ит У (Мда У (Мое... (М, -ден-1, 
D 

где бесконечно умаляющиеся площадки оу, с;, ..., 5, 1, Ha KOTOpble 
разбивается область О, могут быть какой угодно формы. Важно 
только, чтобы точки Му, М:, М,, ..., М,„_, выбирались на соответ- 
ственных площадках 9%, 91, 92, ..., би_1. 

Иногда оказывается чрезвычайно удобным пользоваться при вычи- 
слении двойного интеграла полярными координатами. 

В этом случае площадки сх, с:,..., 9,_: образуются двумя се- 
мействами линий: прямыми, исходящими из полюса О, и окруж- 
ностями, имеющими полюс О своим центром (черт. 132). 

В этих условиях ясно, что величина «общей» площадки будет 
приближенно равна р 4р 40, если эту площадку рассматривать как 
прямоугольник со сторонами ра u dp. 

Значит, двойной интеграл напишется в виде 

ГГЕФ, 6) p dp 48. 
D
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Простое рассмотрение рисунков 133 и 134 покажет учащемуся, 
как надо производить фактическое вычисление двойного интеграла 
в полярных координатах: 

9. фз (6) 

I, J Jie y) axdy= fab J f (pcos, psin 9) pdp (puc. 133) 

1 $1 

63 Ф; (р) 

И. J Jr Уахау= [4 | {0 с0$0, рэп 6) @ (рис. 134) 
6: Ф, (5) 

   
    

Рис. 132 Рис. 133 

Пример. Вычислить интеграл функции Х(р, 9) = р” по области, ограни- 
ченной окружностью р =2а со$ 8 (рис. 135 

Решение. Нам надо вычислить интеграл 

6, $2 (8) 

[= [ ра. р 40 4, 
6, 9, (9) 

где р = $1 (8) =0, как это непосредственно видно из рис. 135, а р == фа (@)= 
— 24 с0$ 0 из уравнения контура. Что касается значений 0; и 0., то легко 

  

  
  

          
    

      

  

0:Ф (р 

ЕЕК 
ПУ 

iN | 
R Fin |, 

Puc. 134 Рис. 135 

к qT Tv 

видеть, -что 1=—5 и = - >, так как при изменении угла от —5 
к 

до -- > мы охватим все секторы, на которые разбиваем область интегри- 

рования. Таким образом, будем иметь: 

+— +— +— 
2 2acost 2 2 

o4 2a cos 8 3 

j= f ] виф= | Ea av= {Aa costs di =o nat 4 | 5 
-= 

0 3 x 

2
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ЗАДАЧИ 

Проверить вычисленные интегралы & 

а ob a xz 

_ 4762 хахау а 
1. ff 2 G—-nayax= 6 (b—a). 6. J [#2 = 5 In2. 

оо O Ly 

    

“2 a та (1+с03 8) 

16\ а: 2a3 4 = {7—-—)— 2 = о. fe a dp = (x 75) 10" 7. ] ] 506 46 46 — =. 
0 acos§ 

a »% 1 

4 of a f2 — 3. xy dy dx = lla 8. ff V st —2 dt ds = 663. 
“94° of 

о у-а я 

2а а 

9. f f (w +20) du dw = 11,2a%, 
4, Дни о 

> 3 cos § 

. = l 10. { ] р? $112 6 20 4=2-. 
5. j Г. г dv dw == ze 

2 _ 0 

11. ПроинТегрировать функцию / (5, 6) = sin 8 по области, ограниченной 
верхней частью окружности р = @4с0$ $. Отв. а 

6 e 

12. Проинтегрировать функцию f(x, y) = ss по области, ограни- 
ах—х 

ченной осью ОУ и параболой у? == а*— ах. Отв. 44. 

13. Проинтегрировать функцию f(x, y) = х*-- у? по области, ограни- 
ченной осью ОХ и прямыми у=х и xX = 2a. OTB 16a4 

e 3 ® 

Приложения двойного интеграла 

$ 124. Объем цилиндрического тела. В $ 120 было уже пока- 
зано, что если функция 2= f(x, y) представляет собой уравнение 
поверхности, ограничивающей цилиндрическое тело, образующие 
которого параллельны оси ОЙ, а направляющая кривая С лежит на 
плоскости ХОУ, то двойной интеграл этой функции по области О, 
ограниченной контуром С, выражает объем этого цилиндрического 
тела: 

v= J fro. y) dx dy, 

1 Первое интегрирование совершается по той переменной, дифференциал 
которой, а соответственно и интеграл, занимают последнее место.
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В $ 121 нами был рассмотрен пример (см. пример 3) на вычисле- 
ние объема цилиндрического тела. 

ЗАДАЧИ 

1. Найти объем тела, ограниченного цилиндрическими поверхностями 
у = х?, х = у? и поверхностью 2 = 12 + у— х?. отв. 4 9 

140 ° 
2. Найти объем тела, ограниченного плоскостью ХОТ, цилиндром 

д -- у? =1 и плоскостью ху 2==3. OTB. 3x. 
3. Найти объем тела, расположенного в первом октанте и ограничен- 

ного цилиндром (х— 1)? -- (у— 1)" =1 и параболоидом ху == г. Отв. т. 
4. Вычислить объем тела, ограниченного плоскостью ХОТ, цилиндром 

х? -- у? —2ах =0 и поверхностью прямого кругового конуса, вершина ко- 
торого расположена в начале координат, ось совпадает с осью ОЙ и угол 
осевого сечения при вершине равен 90°. 3 

Отв. oO as, 

5. Найти объем тела, ограниченного поверхностью шара радиуса a u 
поверхностью прямого кругового цилиндра, радиус поперечного сечения ко- 

a 
торого равен -- и одна из образующих которого проходит через центр шара. 

Отв. с a3 (3x — 4). 

6. Вычислить объем тела, которое снизу ограничено площадью лемни- 
скаты 0? == а? с0$ 28, расположенной в плоскости ХОТ, сверху — поверхностью 
шара х?-| у? -{ г? = а?, а с боков — цилиндрической поверхностью, напра- 
вляющей для которой служит лемниската. 1 рой слу Отв. - 42 (3= + 20— 162). 

7. Найти объем тела, ограниченного плоскостью ХОТ, параболоидом 
аг = x? 2 и цилин м x2 2 — 2ах. 

Ty Ц про Ty 2a OTB. a 748. 

$ 125. Площади, ограниченные плоскими кривыми. Как выше 
было обнаружено, двойной интеграл функции /(х, У) по области О, 
ограниченной контуром С, выражает собой объем цилиндрического 
тела, образующие которого параллельны оси ОЙ и которое ограни- 
чено поверхностью 2==/(х, у). Положим Г(х, у)==1. Тогда, оче- 
видно, интеграл 

f faxay или | f pdp dd 
D D 

будет выражать объем прямой призмы; построенной на основании О, 
ограниченном контуром С, и имеющей высоту, равную единице. 
Численно этот объем равен величине площади области 0, огра- 

ниченной контуром С. Отсюда следует, что площади плоских фигур 
могут быть вычислены при помощи двойных интегралов 

f f ах ау (в прямоугольных координатах), 

р 

f f р 4р 49 (в полярных координатах). 

р
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Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у? = 4х | 4 
и прямой у =2—х (рис. 136). 

Решение. Решая уравнения данных линий совместно, найдем точки пере- 
сечения параболы и прямой: А (0, 2) и В (8, —6). Интегрируем сперва по х. 
Тогда уравнение левой ограничивающей линии х = $1 (у) найдем из уравне- 

2 — 
ния параболы: =. а уравнение правой ограничивающей линии 

х =Ф. (у) =2— у есть уравнение прямой. Постоянные пределы с и 4 равны, 
очевидно, —6б6 и --2. Таким образом, будем 
иметь: у 

2 э-у 

$= | f dy dx = 
—6 у2-—4 

4 Dy
 

  

2 

_ _,_ 4 _ 64 
— fe У 3 )ay=. 

-6 

  

  

Замечание. Если бы мы сперва стали 
интегрировать по у, то все вычисление было 
бы более сложным: слева от оси ОТ надо Рис. 136 
было бы интегрировать между пределами 
у=—У 4-4. у=-+ У4х 4, асправа между пределами у = —У4х +4 
и у=2 — х. Следовательно, искомая площадь 5 выразилась бы суммой двух 
двойных интегралов: 

  

0 4+V4x+4 8 2—х 

$ = f [ ахау | Г ах ду. 

~1l ~Vaxy4 0 -V4ax+4 

ЗАДАЧИ 

1. Посредством двойного интегрирования найти площадь, содержащуюся 
между параболами 3Зу? = 25х и 5х? = 9у. Отв. 5 

2. Вычислить площадь в первом квадранте, лежащую между параболой 
у? =ах и окружностью у? = Зах — №. > 9 

Отв. — па? — = a’. 
4 3 

3. Посредством двойного интегрирования найти площадь, содержащуюся 
между кругами р = 4 с0$0, р == 690$ 6 ($ > а), интегрируя сперва по р. 

т (6 — a2 Отв. 4 (6 ). 

4. Посредством двойного интегрирования найти площадь фигур, ограни- 
ченных следующими линиями: 

+ 5 4 Ors, 
a) x? 4+y?=a®, x+ty=a. тв. 3. 

b) xy =—4, x+y—5=0. 515—814) 

С) у? =4ах - 44?, у? = —46х-- 46. = (a-+6)V ab. 

d) y=sinx, y=cos x, x =O. V2 —1. 

22 Интегральное исчисление
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e) _ _ 8 2у =х, х =0 a? (x— 1) У аа? у = ’ = Ve . 

2 2 .2 a 

f) x3 4 y3 =a, x-+y= ay (16 — 8x). 

$ 126. Центр тяжести плоской фигуры. Если обозначим через х 
и у координаты центра тяжести плоской фигуры, то, как было 
показано в & 

_ f xdm _ [ уат 

— Гат "= [ат 

где x и у-— координаты точки, в которой сосредоточена масса ат 
элемента площади. Следовательно, мы можем положить Adm = ®ахау 
или (т == юр ар 46, где ® есть поверхностная плотность рассмат- 

риваемой области. Благодаря этому в качестве 
В р пределов суммы слагаемых вида wxdxdy, 

шу4х 4у и®@ах4у получим теперь двойные 
интегралы. Таким образом, будем иметь: 

D 

4 А Х ОЕ 5 = уха. 
Рис. 137 [ foaxay Г Гъажау 

причем интегралы должны быть вычисляемы по площади, центр 

тяжести которой мы ищем. 

Для случая полярных координат вышеприведенные формулы при- 

нимают вид: 

_ ff oe cos 8 dp dé _. J foe sin ep dp dé 

x= , y= . 
Г Го ар а J f oe dp a 

Если плотность ® постоянна, то, вынося ® за знаки интегралов, 
получим формулы в более простом виде. В дальнейшем мы всюду 
ограничимся рассмотрением именно этого простейшего случая, а потому 
в нижеследующих примерах будем подразумевать ® постоянной, не 
оговаривая этого. 

    

    

Пример 1. Найти центр тяжести сегмента эллипса —- F445 = 1, огра- 

ниченного прямой 5х -|- ау =а6 (рис. 137). 
Решение. Нижний $1 (х} и верхний +2 (х) пределы для внутреннего инте- 

грирования находим соответственно из pu прямой и эллипса: 

ф1 (Хх) = 9 — вх — bx » (x)= Ve — x2. 

Пределами внешнего интегрирования являются х ==0 и x =a,
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Вычисляем теперь интегралы, входящие в формулы, которые определяют 
координаты центра тяжести: 

  

2 Vai-x< a 

____ 2 
f f xdxdy = (4 «VER — bx $72) ax =F bat, 

0 ab—bx 0 

a 

Vee 
aa a 1 

f f ydxdy= + f (— 52x? + ab?x) dx = & 62a, 

0 ab-—bx 0 

a 

—Va—x 
аа i 

f f dx dy = = ab(x— 2) g M 

0 @ab—bx 

a 

Следовательно, 

— 2a — 26 we о. Рис. 138 
*= 32)’ )-“3E—D ис 

Пример 2. Найти центр тяжести фигуры, ограниченной окружностями 
ф = 2 с0$ 0, р== с0$ 6 (рис. 138). Предполагается 6 > а. 

Решение. Из симметрии фигуры непосредственно заключаем, что у = 0. 
Вычисляем интегралы, входящие в формулу, определяющую абсциссу х. 

+5 ьсоз6 т 

Г e? cos 0 d0 dp = - (63 — аз) f с034 0 49 = x (b3 — a3), 
т acos8 п -> 

= 

T 

2 ьсоз8 

Г 0 di do =+ m (6? — a). 

_t acos § 
2 

Следовательно, 
z= b? +- ab + а? 

(OO (b+ а) ‘° 

ЗАДАЧИ 

Для практики рекомендуем проделать любую из задач 1, 3, 6, 7, 8, 10, 
41, 13 $ 56 с помощью двойного интегрирования.) 

Найти центры тяжести фигур, ограниченных линиями: 

    

а) Петлей 0? —= а? соз 26. Отв. х= к ‚ у=0 

> — 128а - Ь) Петлей кривой р = a sin 20, = = ) р p= asin * =e = Y 

с) Кардиоидой р =а (1 -+- соз 0). x= = ‚ у=0 

22*
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$ 127. Моменты инерции плоской фигуры. Моментом unep- 
ции материальной точки относительно оси называется произ- 
ведение массы этой точки на квадрат расстояния от оси. Мо- 
ментом инерции системы и материальных точек относительно 
оси называется сумма моментов инерции отдельных точек. 

Пользуясь этим определением, можем сле- 

дующим образом распространить понятие 
момента инерции на плоскую фигуру. 

Разобъем площадь данной фигуры (об- 
nacTb D) на элементарные площадки так, как. 
указано на рис. 139. 

Пусть РО — одна из таких площадок. 
Обозначим координаты точки Р через (х, У). 
Площадь элемента равна 4х4у. Положим 

Рис. 139 раз навсегда плотность фигуры равной еди- 
нице во всех точках. Тогда масса элемента 

будет равна 4хау. Если требуется найти момент инерции OTHOCH- 
тельно оси ОХ, то*за момент инернии площадки РС можно при- 
ближенно принять произведение y* dx dy. 

Тогда, следуя общему методу, за момент инерции всей фигуры 
относительно ОХ примем: 

lim SSydxdy= ff ydxdy. 
D 

  

Ax>0 
Ay>0 

Обозначая момент инерции фигуры относительно оси OX uepes /,, 
получаем: 

„= Г Гу ахау. 
р 

Аналогичным образом найдем: 

Гу = Г Гл ах ау. 

р 

Если осью, относительно которой вычисляется момент инерции, 
является прямая, перпендикулярная к плоскости координат, то, обо- 
значая через А расстояние точки Р от основания О этой оси (рис. 139), 
для момента инерции Г всей фигуры таким же образом получим вы- 
ражение: 

1= ||| ®ахау, 
р 

где А теперь уже является функцией аргументов хи у. Этот мо- 
мент инерции называется полярным моментом инерции, или мо-
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ментом инерции относительно точки О. Его обозначают через /. 
Так как, очевидно, А? —= х?-{- у?, то имеем: 

=f [e+ y) ax dy. 
D 

Последняя формула дает: 

=f f+ дахау= | [ узахау-- | [ лахау= 1,1, 
D D D 

Итак, получаем теорему. 
Момент инерции плоской фигуры относительно начала: 

координат равен сумме ее моментов инерции относительно- 
осей координат, лежащих в плоскости данной фигуры. 

Принимая во внимание, что элементарная площадка в полярных. 
координатах выражается произведением р49ар и что х==рсоз8, 
у= рт 0, х2-+ у —==р?, получим формулы моментов инерции в по-- 
лярных координатах: 

1,== ff o* sin? 6 a0 dp, 1,= ff pcos? a0 dp, 
D D 

f= J J Renata fo= J frat de 

Пример 1. Найти / фигуры, ограниченной параболой у? = 4ax, прямой 
у =2а и осью ОУ (рис. 140). 

  
       

Рис. 140 Рис. 141 

Решение. Интегрируем сперва по х. Тогда, применяя формулу момента. 
инерции относительно начала координат, получаем: 

У 
2а 4а 

= Де рек f (ied 5+4 2) 4 = 152 *
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Пример 2. Найти / петли кривой p = asin 26 (puc. 141). 
Решение. Применяя соответствующую формулу, получаем: 

к 

asin 26 3 
= 
2 

b=f f p2d0 dp = at f sint20.d0 = = nat 

оо 0 

ЗАДАЧИ 

1. Найти / фигуры, ограниченной прямыми х = а, у =0, у = 2х. 

b a? 62 
Отв. а (++ a) 

2. Вычислить 1 прямоугольника, ограниченного прямыми х =а, у =6 
и координатными осями. , 

abla 2 Отв. eee), 

  

. x? у? 2asb 
3. Найти /, эллипса a te al. Отв. д 

в x y? каф 
4. Найти /о эллипса в Е = 1. Отв. ~~ (@ + &). 

5. Найти /) oOnacTu, заключенной между прямой и параболой, осью 
которой является ось ОХ, если каждая из них соединяет начало координат 
< точкой (а, 6). bY ae 52 

OTB. 4 (++): 

  

4\7 5 

6. Найти / круга р =2а соз 0. Отв. 5 nat, 

7. Hatitu /p nemHucKatl p? == a? cos 20. Отв. = па“. 

35а? 
8. Найти АД площади кардиоиды р =а (1 — соз 0). Отв. 16 ° 

2 2 2 
9. Найти /, гипоциклоиды x® + y? =a?, 

21 
Отв. Bid паА. 

10. Вычислить момент инерции области, ограниченной параболой у? = ах 
и прямой х =а, относительно прямой у == -— 4. Отв a 

® 5 e 

$ 128. Общий метод вычисления площади поверхности. Метод 
нахождения площади поверхности, данный в $ 63, приложим только 
к поверхностям врашения. Дадим теперь общий метод. Пусть уравне- 
ние поверхности КЁ на рисунке 142 будет 

z= f(x, 9), 

и пусть требуется вычислить площадь участка 5’ этой поверхности. 
Обозначим ортогональную проекцию 5’ на плоскость ХОУ бук- 

вой 9. Проведем ‘плоскости, параллельные УОЙ`и ХОЙ, на рас-
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стояниях друг от друга, равных соответственно Ах и Ау. Эти пло- 
скости дадут усеченные призмы (например МО), ограниченные сверху 
частями (например ММ) данной поверхности, проекции которых на 
плоскость ХОУ суть прямо- 
угольники площади Ax Ay 2 
(например Р@), причем эти 
прямоугольники служат также 
нижними основаниями призм. 

Рассмотрим теперь каса- 
тельную плоскость к поверх- К 
ности КЁ в точке М, коорди- 
наты которой х, у, 2. 

Очевидно, тот же самый 
прямоугольник РО будет проек- Хх 
цией на плоскость ХОУ части 
касательной плоскости (МЮ), 
высекаемой призмой МО. 

Обозначим через 1 угол, 
образуемый нормалью к поверх- Рис. 142 

ности в точке М и осью ОЙ. 
Этот угол равен углу, образуемому касательной плоскостью в точке М. 
с плоскостью ХОТ; поэтому 

           ; Ay 

7 450. 

площ. РО = плош. МА. созт, 

проекция площади на другую плоскость равна проектируемой площади, 
умноженной на косинус угла между обеими плоскостями 

ИЛИ 

Ду Ах = площ. МК. с0$ 1. 
Но 

1 
  cos Y= г. 
1+ Oz \2 4. Oz \212 

Ox ду 

Это есть формула косинуса угла, составляемого касательной плоскостью 
с плоскостью ХОУ. Следует заметить, что радикал в знаменателе берется 
со знаком плюс, т. е. в данном случае из двух углов, образованных 

осью ОЙ и нормалью к поверхности, выбирается острый. 

Следовательно, 

площ. МА == Ах = Ё СЫ Ax Ay. 

Примем это за «элемент» площади поверхности, тогда пло- 
щадь части $’ поверхности понимается как число, данное следую- 
щей формулой: , 

lim SS р + (=) + (=) ]* Ax Ay, 
Ay >0 
Ах > 0
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причем суммирование распространяется на область 5. Обозначая ве- 
личину площади части $5’ поверхности у —= /(х, у) буквой А, имеем, 

А +) а 
причем пределы интегрирования зависят от проекции на пло- 
скость ХОУ той части поверхности, площадь которой вычис- 
ляем. Следовательно, пределы интегрирования даст нам кривая или 
кривые, ограничивающие область $ в плоскости ХОУ, совершенно 
таким же образом, как мы находили их в предыдущих пара- 
графах. 

Проведенное рассуждение будет справедливо лишь при условии, 
что в каждой точке рассматриваемой части 5’ поверхности 2 ==] (х, у) 
имеется определенная касательная плоскость и что эти касательные 
плоскости, переходя непрерывно одна в другую, не занимают поло- 
жения, перпендикулярного к плоскости ХОТ. 

Аналитически эти условия сводятся к существованию непрерыв- 
Oz Oz 

ных частных производных 5; и д; от функций 2 = (х, у). При на- 

рушении этого условия подынтегральная функция в полученной фор- 
‘‚муле не будет непрерывной функцией переменных хи у. 

Если было бы удобнее проектировать рассматриваемую поверх- 
ность на плоскость ХОЙ, то мы имели бы формулу: 

д Дн 
причем пределы найдутся из уравнения кривой, ограничивающей 

область 9э,. где теперь $5 есть проекция части 5’ поверхности на 
плоскость ХОЙ. 

Подобным же образом имеем: 

am f SD + (B+ (GET ae 
а пределы находим, проектируя рассматриваемую площадь на пло- 
‹кость УОЙ. 

Иногда в задачах требуется вычислить площадь некоторой части 
одной поверхности, отсекаемую другой поверхностью. В таких слу- 
чаях частные производные, фигурирующие в формулах, надо вы- 
числять, разумеется, из уравнений той поверхности, площадь части 
жоторой мы ищем.
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Так как границы области интеграции находят проектированием 
части 5’ поверхности на одну из координатных плоскостей, то нужно. 
помнить, что: 7 

для нахождения проекции части 5' на 
плоскость ХОУ нужно из уравнений по- С 
верхностей, пересечение которых дает D 
замыкающую эту площадь кривую, исклю- Ё к 
чить 2. 

Подобным же образом для нахожде- 
ния границы проекции на плоскость ХОЁ 
надо исключить у, а для нахождения Е Ку 
проекции на плоскость УОГ надо исклю- Q UF 
чить Хх. 

                  
Пример 1. Найти поверхность шара Х/А 

x2 +- у? -- 23 = г. Рис. 143 

Решение. Возьмем восьмую часть искомой площади: АВС (рис. 143). 
Имеем: 

  

  

Of Kk OF LY 
Ox z° Oy 2 

Oz \2 Oz \2 x a x2 2+. 22 Г? 

и (5) (о) ни 
Проекция вычисляемой площади на плоскость ХОТ есть АОВ, область, 

ограниченная линиями х =0 (ОВ), у=0 (АО), х?- у? = г? (ВОДА). 
Интегрируя сперва по у, мы суммируем все элементы полосы (например 

ЕОЕС), проектирующейся на плоскость ХОУ в форме также полосы (ОРЕС), 
т. е. пределы у суть нуль и РЕ(=У /*— ^?2). Затем, интегрируя по х, сум: 

мируем все полосы, образующие поверхность АВС 
т. е. пределы х суть нуль и ОА (==Г). Подставляя 
в соответствующую формулу, находим: 

ру 
—__ гахау _ о 

4-8] f Vie. 
0 0 У 

Пример. Центр шара радиуса г находится на 
А поверхности прямого цилиндра, радиус основания 

г 
которого =. Вычислить поверхность части цилиндра, 

  

  

высеченной шаром. 
Решение. Взяв начало координат в центре шара, 

Рис. 144 образующую цилиндра за ось Й, а диаметр пря- 
мого сечения цилиндра за ось 7, найдем, что урав- 

нение шара будет х?-| у? -- 22 = г?, а цилиндра х?-|- у? =гу. Очевидно, 
ОМАМВ (рис. 144) есть четверть искомой цилиндрической поверхности. 
Так как эта поверхность проектируется на плоскость ХОУ в виде дуги ОМА 
полукруга, то на этой плоскости нет области 5, по которой можно было бы 
определить пределы интегрирования в этой плоскости; поэтому проектируем, 
нашу поверхность, например, на плоскость УОЙ. Область $, на которую рас- 
пространяется интегрирование, будет ОАСВ, ограниченная в плоскости 707
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линиями 2==0 (ОА), у=0 (ОВ), 2--гу=1г? (АСВ), причем последнее 
уравнение найдем, исключив х из уравнений обеих поверхностей. Интегрируя 
сперва по 2, что означает суммирование всех элементов вертикальной пло- 
скости (например ММ), будем иметь пределами для г нуль и 7 /? — гу. Затем 
интегрируем no у, т. е. суммируем все эти полоски, причем пределами бу- 
дут 0 и г. 

у Так как искомая поверхность лежит на цилиндре, то частные производ- 
ные, требуемые соответствующей формулой настоящего параграфа, должны 
‚быть найдены из уравнения цилиндра. 

Имеем: 
дх _ г—2у ox 
ду = 5х * 9 =O 

  

Таким образом, 
г Угу 

Зе ре 
Подставляя значение х в функции у из уравнения цилиндра, найдем: 

г Уя-ту r — 
_dydz ry Г 

A=2r f f == 2r =» [У у 
7) Уу=я "ГЕЕВ y 

ЗАДАЧИ 

1. В последнем примере вычислить площадь части шаровой поверхности, 
зысекаемую цилиндром. 

г Ув 
ах ау _ 5 

Отв. ar f ] ура 2 = (®«—2) г?.   

2. Оси двух равных прямых круглых цилиндров, у которых основания 
имеют радиус г, пересекаются под прямым углом; найти площадь части 
човерхности одного цилиндра, высекаемую другим. 

Указание. Уравнение цилиндров пусть будет 

ха - 22 =12 и у =. 

7 VPF-x< 

Отв. 8г ] ] _ ay ax _ ax = 8r2, 
Ув 

3. Найти часть площади поверхности сферы x? 4 у? + 22 = 100, заключен- 
ную между плоскостями х = —8 и х=6. Отв. 280%. 

4. Найти часть площади поверхности цилиндра Хх? - у? = га, содержа- 
щуюся плоскостями г = тх и плоскостью ХОУ. Отв. 472т. 

5. Найти площадь поверхности 22 - (х соза -- у Мпа)? = ?, содержа- 
щуюся в первом октанте. 

Отв. ————. 
sin a cos a 

x 2 . 
6. Найти площадь части плоскости = ++ . + == 1, заключенной между 

  жоординатными плоскостями. 1 - 
р Отв. > V 62c?2 +- c2a? +- a262,
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7. Найти площадь части поверхности параболоида у?-| 2? == 4ах, отсе- 
каемой цилиндром у? =ах и плоскостью х = За. 

112 
—_—_—_. 2 Отв. 5 na, 

8. Найти площадь части поверхности цилиндра у?==алх, отсекаемой. 
параболоидом у*-- 2 =4ах и плоскостью х == 34. 

— а? 
Отв. (13713 Vie 

9. Найти площадь цилиндрической поверхности 

2 2 2 

y? +z =a?’ 

отсекаемой поверхностью, проектирующейся на плоскость ХОУ в виде 
2 2 2 

— 

> 3 3 e OTB. — a3, кривой х* -- уз =а3 5 
10. Найти площадь части поверхности шара x2-+ y?-+ 22 = 2ау, отсе- 

каемой конусом х? -| 22 = у. Отв. 2ла2. 

6.129. Нахождение объемов посредством тройного интегри- 
рования. Иногда объем тела, ограничиваемого поверхностями, урав- 
нения которых даны, можно вычислить посредством трех последо- 
вательных интегрирований, — процессом, который есть просто рас- 
ширение метода, изложенного в предыдущих параграфах этой главы. 

Представим себе, что рассматриваемое тело разделено на прямо- 
угольные параллелепипеды, с ребрами Ах, Ду, Аг, плоскостями, 
параллельными плоскостям координат. Объем одного из таких парал- 
лелепипедов будет равен Ах .Ау-Д2, и мы примем его за элемент 
объема. 

Будем теперь суммировать все такие элементы внутри области Ю, 
ограниченной данными поверхностями, суммируя сперва все элементы 
столбца, параллельного одной из координатных осей; затем сум- 
мируя все такие столбцы, заполняющие слой, параллельный одной 

из координатных плоскостей, содержащих эту ось; наконец суммируя 
все такие слои, распространяя это суммирование на всю рассматри- 
ваемую область. Объем У тела будет, следовательно, пределом этой 
тройной суммы, по мере того как Аг, Ау, Ах, каждое, приближается 

‚к пределу нуль, т. е. 

V= lim SSS Ax Ay dz, 
Ax->0 
Ay>0 R 
42 > 0 

(1) 

причем суммирование распространяется на всю область А, ограни- 
ченную данными поверхностями; обычно вместо (1) пишут: 

У = JJ f ах dy dz, (2)
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причем пределы интегрирования зависят от уравнений ограничиваю- 
щих поверхностей. 

Таким образом, обобщая сказанное в начале 5 125, мы рас- 
сматриваем объем как результат интегрирования постоянной функ- 
ции /(х, у, 2) =1, распространенного на всю данную область. 
Но часто некоторые задачи требуют интегрирования уже перемен- 
ной функции от х, у, 2, распространенного на всю область, что 
обозначается символом 

Jf Jie y, 2)dx dy dz, (3) 

каковой, разумеется, есть предел некоторой тройной суммы, ана- 
логичной уже исследованной нами двойной сумме. Метод вычисле- 
ния такого тройного интеграла совершенно аналогичен уже рас- 

смотренному в 5 122 методу 
Z вычисления двойного интеграла. 

Пример 1. Найти объем 
C эллипсоида 

ЕЁ x3 y? 22 

A ae tps tor =! 
Решение. Пусть восьмая часть 

42 B эллипсоида будет ОАВС (рис. 145); 
0 4 У  УРавнения ограничивающих по- 

ps верхностей будут: 
ax 

8 г x2 2 22 
gs 1) S+ 5+ =! (480), 

ХЛА 2) 2=0 (OAB), 
3) у=0(ОАС), 
4) х =0 (ОВС). 

ММ есть элемент, т. е. один из прямоугольных параллелепипедов 
< ребрами Дх, Ду, Аг, на которые область разделяется плоскостями, парал- 
лельными координатным плоскостям. 

Интегрируя сперва по 2, мы составляем сумму всех таких элементов 
в столбце (например АТ), причем пределами интегрирования будут нуль 
{из 2)] и 

x2 уз 

[из 1), решая относительно’ 2]. 
Интегрируя затем по у, мы суммируем все такие столбцы в слое 

x2 

DEPQFG, причем пределами у будут нуль [из 3)] и PG=6y 1-5 

    
  

Рис. 145 

  

. х? 2 
{us уравнения кривой АО@В, а именно +=) рещенного относи- 

тельно y) .
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Наконец, интегрируя по х, мы составляем сумму всех таких слоев 
в целой области ОДВС, причем пределами для х будет нуль [из 4)] и 
OA =a. 

Итак, 
x? д у 

а ьИ :-= сИ:-*.-5- 

taf Г J dx dy dz = 
8 

0 

    

a 

8xcb Arabe 
у | (a2? — ^?) ах = 3 Рис. 146 

0 

Пример 2. Найти объем тела, заключенного между параболоидом вра- 
щения х?-- у? = аг, цилиндром х?- у? ==2ау и плоскостью г ==0 (рис. 146). 

x 3 . 
Решение. Пределы для г суть нуль и РМ (Е. найденное 

решением уравнения параболоида относительно 2). 
Пределы для х суть нуль и МР (= У2ау — у?, найденное решением 

уравнения цилиндра относительно х). 
Пределы для у суть нуль и ОА (=2а). 
Эти пределы относятся к телу ОРАВ, составляющему половину тре- 

буемого. Следовательно, 
x+y? 

2a V2ay—-y* a 

"=? | ] J dy dx dz = > na’, 

0 0 0 

ЗАДАЧИ 

1. Найти объем одного из клиньев, вырезаемых из цилиндра Хх? -|- у? = 
— 72 плоскостями 2 =0и 2 = тх. 

A 

r Vr-xt mx 

Отв. 2 f f ах ау dz = rim, 

оо 0 
2. Найти объем прямого эллиптического цилиндра, ось которого сов- 

падает с осью ОХ, а высота равна 2а, если уравнение основания есть 
су? + #222 = 6262. 

буры 
a pple 

Отв. af f f dx dy dz= 2nabe. 

оо 0 

3. Найти весь объем, ограниченный поверхностью 
1 1 1 

(5)'+(5)' +) + Orn. 0.
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2, 42, 8 
РР. =. 

Отв. 35 * 

5. Найти объем, вырезаемый в шаре радиуса д прямым круговым ци- 
линдром, у которого радиус основания есть 6, а ось проходит через центр. 
шара. 3 

4. Найти весь объем, ограниченный поверхностью х 

  

Отв. —- a le 
т Зтх аз — (2? — 5?) 2 

6. Центр шара радиуса Г лежит на поверхности прямого кругового 
r . 

пилиндра, у которого радиус основания есть =. Найти объем части ци- 

линдра, вырезаемой шаром. 2 
Apa, Bere р Отв. a re. 

7. Найти объем, ограниченный гиперболическим параболоидом сг = ху, 
плоскостью ХОТ и плоскостями х = a4, X =A, y = 01, y = do, 

(у 78 
( a3 — i) ( 9% — 1) 

4с ” 
  Отв. 

8. Найти объем тела, ограниченного поверхностями двух цилиндров. 
э-у=птиюе и =м. Отв. 19. 3 e 3 ® 

9. Найти объем тела, ограниченного параболоидом у2-- 2? =4ах и. 
ерхностью цилиндра х? 2 == Зах. 16 . NOB р Ц р + у Отв. ла? + >= a. 

10. Найти объем тела, ограниченного параболоидом x2-+- y2—z=—1 4 
плоскостью ХОТ. 

11. Найти объем тела, ограниченного параболоидом у”-|- 2° = 4ах, 

цилиндром у? = ах и плоскостью х = 3а. Отв. (б* --9УЗ) 48. 
12. Найти объем, ограниченный плоскостью 2 =0, поверхностью ци- 

линдра (х— а)? | (у— 5)? =г? и гиперболическим параболоидом ху = cz, 

  

пабг? 
Отв. ———. 

с 
13. Найти объем тела, ограниченного плоскостью г2=0 и поверх- 

HOCTAMH х?-- у? =4а2, хё- у? = 2х. once 
OTB, 82 - 

14. Найти объем тела в первом октанте, ограниченного поверхностями 
=аг, х 2 = а. 7 

ху ТУ —= — 114) a3, 
12 

15. Найти объем, содержащийся между плоскостью 2 =0, цилиндром 
2 =: 2сх — х? и параболоидом ах? -|- ву? = 22. ‚ пс 

у р ло or by Отв. gr (5@-+ 9). 

Отв.



  

ГЛАВА Х 

КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ 

$ 130. Обозначение криволинейного интеграла. Оно таково: 
М 

(L) f Pax+Qay, (1) 
М 

гле Р и О суть непрерывные функции, определенные на дуге Л, 
интегрирование совершается вдоль этой дуги в направлении от ее 
начальной точки Му к ее конечной у 
точке М. Эти цве концевые точки и 
называются пределами криволиней- 
ного интегрирования (рис. 147). 

Когда, в частном случае, 
за путь С интегрирования берут от- 
резок [а, 8] оси абсцисс ОХ, тогда 
криволинейный интеграл (1) стано- 
вится обыкновенным определенным 
‚интегралом G 

fp dx @ @ 

~
 

‘ 
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w
o
r
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-
 2 Xx , 

—=- р 

Рис. 147 

< Q 

от непрерывной функции Р, определенной на прямолинейном 
отрезке [а, 8], взятом между пределами а и ®, в направлении 
отак 6. 

Таким образом, 

криволинейный интеграл является расширением обычного 
определенного интеграла, который, с этой точки зрения, оказы- 
вается берущимся вдоль прямолинейного отрезка, лежащего на 
оси абсцисс. 

$ 131.. Происхождение криволинейного интеграла. Оно совер- 
шенно аналогично возникновению обыкновенного, т. е. прямоли- 
нейного, определенного интеграла. 

Напомним вкратце это последнее. На отрезке [а, 6] оси абсцисс 
нами была взята непрерывная функция Р(х), имеющая непрерывную 
производную /] (х), т. е. Р’(х) == 1 (х) (рис. 148).
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Этот отрезок [а, 6] мы разделили на пл малых отрезков точ- 
ками деления х:, хо, ..., Х1-: И написали тождество: 

FP (b) — F (a) = [F (x) —F @)-+ IF 0) —Р (хр 
+ LF (%3) — F (x2)] + «6. + IP (6) — F (x,_2)). 

4 1 
. " é 

а 2; 2; 2; 2 2,6 

Рис. 148 

+ у + —+ # ь 
9 

Общий член Р(х,.1) —Р(х,) этой суммы мы изобразили, на 
основании теоремы о среднем Лагранжа, в виде: 

Р-р) — Р (м) =Р" (8;) ° (Xj11— xe) = Ff (&) . Ах, 

так что предыдущее тождество приняло вид: 

п-1 

Е (6) —Р(а) = § f &)Ax;. 
i=0 

Наконец, делая п-—>--со и вместе с этим длины Ах, всех 
отрезков стремящимися к нулю, мы в пределе получили формулу 

у Лейбница — Ньютона: 
b 

F (b)—F(a)= ff (x)ax, 

дающую разность двух значений 
первообразной ЁР (х) по ее производ- 
HOM f(x). 

Точно так же возникает и кри- 

  

    
/ волинейный интеграл. Пусть на 

(A Ms- ~ у VM We плоскости ХОТ лежит некоторая кри- 
Х вая дуга АВ, не пересекающая са- 

й , ‚ мою себя и вместе с тем «гладкая», 

Рис. 149 т. е. имеющая непрерывно переме- 

щающуюся вдоль нее касательную 
или состоящая из конечного числа таких гладких частей. Пусть на 
этой плоскости ХОТ вдоль дуги АВ и вблизи нее дана непрерывная 
функция Р(х, У) от двух независимых переменных х, у, имеющая 
там же непрерывные частные производные двух первых порядков 
(рис. 149). 

Делим дугу АВ на п малых дуг точками деления М,, М, ..., 
M,-1» где точка М; имеет х), у; своими координатами, причем 
начальную точку А и концевую точку В, для симметрии обозначе- 
ний, пишем с их координатами в виде Му (ху, У) и М, (х, у). Обо- 
значив через Р, численное значение функции Р (х, у) в точке М,
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т. е. положив, Г, ==Р (х;, У;), Ро=Р (хо, У) и Е =Е(х, У), мы 
имеем тождество: 

Е— В =, — Р-НЕ, — Р-НЕ. —РЫ- ... ЕР, 1. 
(1) 

Общий член Р;.,—Р, этого тождества, написанный в развер- 
нутом виде, есть 

Fig Fy F (p21, Vind — Р(хь У). 

На основании теоремы о среднем Лагранжа, он в точности равен: 

Р-Н Ахь у, 8, АУ). Ах, --Е, (9: Ахь у Ду) - ду, 

где 9; есть величина средняя, заключенная между 0 и 1. Геометри- 
чески. точка ,, имеющая своими координатами х,--8,Ах,, у 0, Ду, 
лежит на хорде М,М,;.., соединяющей концы М;,.М;.! кривой дуги 
М;М,.1. Для краткости координаты точки- в, будем обозначать 
через 8; и 1,;, положив 

9==х,- Ах, 1, = У; + 6,Ay,. 

Таким образом, мы имеем: 

ВБ. — Р.=Р,@ь т) ‘Ах. Р, (5 1) - AY; (2) 

Поэтому тождество (1) напишется в виде: 

i=n 

F(x, y)—F (xq, У) = S [Fi (a Ax,+- Fy Ey wAyi) (1*) 
i=0 

Заметим, что равенство (1*) есть абсолютно точное благо- 
даря специальному выбору точки (5, 1,) на хорде 
M,M,,, 10 Teopeme 0 среднем Лагранжа. Если же мы 
точку 1: (&, 1;) сдвинем в другое место хорды M,M,,, или же 
перенесем куда-нибудь на саму кривую дугу М, М;.., тогда, разу- 
меется, равенство (1*) нарушится. Однако, в силу непрерывности 
обоих частных проазводных Fi (x, у) и Е, (х, У) нарушение ра- 

венства (*) будет тем незначительнее, чем меньше будут все дуги 
М;,М;.1, так что в пределе, когда мы заставляем п безгранично 
увеличиваться, а все дуги М,М,,, безгранично умаляться, нарущен- 
ное равенство (1*) восстановится 1. 

1 Совершенно аналогичное явление, как мы знаем, происходит. в обыч- 
ном определенном интеграле, где сдвиг средних точек &; Лагранжа оказы- 
вает влияние лишь на конечные допредельные интегральные суммы, но без- 
различен для самого их предела. 

1 

23 Интегральное исчисление
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Предел правой части равенства (1*) называется криволинейным 
интегралом и обозначается символом 

(x, y) 

Fi(x, ydx+-Fi(x, y)dy, (3) 
(№, Ус) 

так что равенство (1*) напишется теперь в виде: 

(*, y) 

F(x, yYy— F(t» y= f Fle sax +Fi(x, )ау. (0 
(Xe, Yo) 

OF OF 
Обычно частную производную -;_ обозначают буквой Р и Oy 

обозначают через @; следовательно, Р(х, у) и Q(x, y) суть две 
кепрерывные функции независимых переменных х, у, определен- 
ные вдоль дуги АВ‘и вблизи нее и служащие частными произ- 
водными некоторой функции Р (х, у): 

oF OF 

ge =P. Gy =e (4) 

Формула (Г) теперь получает вид: 

(х, У) 

F(x, )—F(% w= f Pdx+Qay, (I*) 
(№, Yo) 

где нужно помнить, что дифференциальное выражение Рах-+- 9ау 
является полным дифференциалом функции Е (х, у). 

Только с этой оговоркой формула (1*) верна и является в этом 

случае истинным расширением формулы Лейбница — Ньютона и рас- 
пространением ее на криволинейные пути интегрирования. Если же 
дифференциальное выражение Pdx+Qdy не является полным 
дифференциалом, то тогда формула () вполне бессмысленна, по- 
тому что, хотя криволинейный интеграл 

(x, y) 

f Pax+Qay, 
(Xo, Yo) 

стоящий в правой части, и имеет определенное численное значение, 
будучи существующим пределом интегральной суммы 

п-1 

ЭР(Е, 1) Аж -- 9 (Е, nf) Ay, 
i=Q
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однако неизвестно, что он собой выражает, ибо функции Р (х, у), 
имеющей Pdx+-Qdy cBoum полным дифференциалом, теперь уже 
нет!. 

Так как Хо, У5 суть координаты начальной точки Му дуги АВ, 
а х, у координаты конечной ее точки М, то формулу ([*) нередко 
пишут в виде: 

М 

F(x, Y—F (x, H)=(L) f Pdx+Qay, (I**) 
М © 

подставляя в качестве пределов интегрирования обозначения началь- 
ной и конечной точек дуги, вдоль которой ведется интегрирование, 

а впереди знака криволинейного интеграла ставя ‘в скобках указание 
на тот криволинейный путь, по которому совершается интегриро- 
вание. 

Нередко указывают на чертеже стрелкой то направление, по 
которому интегрируют: эта стрелка ставится вдоль дуги, от началь- 
ной ее точки Му к концевой точке М (см. рис. 149). 

Формула (1**) показывает, что криволинейное интегрирование 
охватывает, как частный случай, обычное (прямолинейное) инте- 
грирование, ибо, когда за криволинейный путь (Ё) берут кусок 
(отрезок) оси абсцисс [а, 6]; тогда в формуле (1**) нужно опустить 
букву у, положив: у=0, 4у=0, Р(х, 0) =1(х), Р(х, 0) = 
==F(x) М, =а, М =х, и тогда мы получим формулу Лейбница — 
Ньютона: 

F (x) — F (a) == Глодах. 

Вся разница прямолинейного и криволинейного интегрирования 
состоит в том, что в первом случае дифференциальное выражение 
7 (х)ах всегда есть дифференциал некоторой функции Е (х), тогда 
как во втором случае дифференциальное выражение Pdx+-Qdy 
очень редко является полным дифференциалом и, чтобы это было 
так, нужно соблюдение специальных ограничений, налагаемых на 
функции Ри ©. 

$ 132. Вычисление криволинейного интеграла. Это вычисление 
ведется методом формального «выпрямления» данного криволи- 
нейного интеграла: 

(*, у) 

[= f P(x, y)dx +Q(x, ypdy, (5) 
(Xo, Yo) 

  

* * & 
1 Здесь точка ци; (ту) уже не дается теоремой Лагранжа (неприме- 

нимой теперь за отсутствием функции Р(х, у), ибо Рах -- Ч ау уже не есть 
полный дифференциал) и является просто произвольной точкой кривой дуги 

НИ 

23*
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т. е. превращения его в обычный прямолинейный интеграл при по- 

мощи надлежащей подстановки. 

Лля этого прежде всего в формуле (5) сделаем различие пере- 
менных интегрирования от переменных х, у, написанных в верхнем 

пределе: 
(х, У) 

I= ff P@, B)da+Q¢a, №48. (5*) 
* (Xo, Yo) 

Первый способ. За ведущий параметр $ интегрирования 
берем длину дуги $ = АМ, отсчитываемой от начальной точки А 
до движущейся точки №, описывающей кривую АВ (рис. 150). Коор- 
динаты а, В точки № поэтому предполагаются функциями от дуги s. 
Деля и умножая подынтегральное выражение формулы (5*) на 4$ и 

a . 
y вспоминая, что = = cos» и & = sin Ш, 

где № есть наклон касательной в точке № 
к горизонту и, следовательно, опреде- 
ленная функция от дуги $, мы имеем 
окончательно: 

{ 

T= { С 8)cosp-+Q(a, 8)sin p] ds. 

х ° (6) 
Здесь [ есть длина целой дуги АВ. 
Формула (6) и приводит вычисление 

криволинейного интеграла / к вычис- 
лению обыкновенного определенного интеграла. Заметим, что здесь Р 
и @ суть любые непрерывные функции от х, у, так что дифферен- 
циальное выражение Рах--@4у может и не быть полным диффе- 
ренциалом. 

Второй способ. За ведущий параметр интегрирования при- 
нимаем любой параметр &, так что & и В предполагаются известными 
функциями от fF; 

  

  

=9() u B=¢(f). (7) 
Когда #==а, точка М (а, В) предполагается совпадающей с на- 

чальной точкой А дуги АВ; когда Ё==6, точка N (a, 8) предпола- 
гается пришедшей в конечную точку В дуги АВ. Когда Ё возра- 
стает от а до.6В, точка М№(а, В) предполагается описывающей 
дугу АВ постоянно в одном направлении от точки А к точке В. 

Преобразуя криволинейный интеграл (5*) подстановкой (7), мы 
получаем: 

1= [[P(eO.4O)- 9" O+0O. YOY O]-4# = 
a
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Производные $’(Г) и $’ (Г) предполагаются непрерывными всюду 
на [4 << 68|, кроме ограниченного числа точек, ибо предполагается, 
что дуга АВ или вся целиком гладкая, или состоит из конечного 
числа гладких дуг. Формула (8) также сводит вычисление криволи- 
нейного интеграла к вычислению обыкновенного определенного ин- 
теграла. 

$ 133. Случай, когда криволинейный интеграл Г Pdx +- Qdy 

не зависит от пути интегрирования, но зависит только от по- 
ложения концевых точек. Пусть на плоскости ХОУ имеется какая- 
нибудь непрерывная замкнутая кри- у 
вая К, не пересекающая сама себя 
{рис. 151). Пусть внутри К даны 

две функции Р(х, у) и Q(x, y), 
непрерывные в каждой внутренней 

точке. В этих условиях криволиней- 

ный интеграл J Pdx+Qdy, Baath 

между какими-нибудь двумя TOU- 
ками Мои М, лежащими внутри К, 
по пути, который также находится Х 
весь внутри К, является вполне опре- 0 

деленной величиной. Но если мы, Рис. 151 
сохраняя неподвижными концевые 
точки Ми М, будем изменять путь интегрирования, взяв сначала, 

например, путь ZL, а потом путь [”, то величина криволинейного 
интеграла может очень измениться, потому что, вообще, 

  

      

М М 

(L) f Pax+-Qay#(L) [ Pdx+Qay. 
№ № 

С такими криволинейными интегралами, которые изменяют свою 
величину от изменения пути интегрирования, нам нечего делать. 
Поэтому следует поставить вопрос о том, когда величина криволи- 
нейного интеграла не зависит от пути (Г) интегрирования, 
4 только от положения его концов. 

С этим явлением независимости криволинейного ин- 
теграла от пути интегрирования мы уже встретились 
в $ 131, когда доказали формулу 

М 

F (x, y)—F (Xo, ) =) | Рах-+94у. I") 
№ 

roe F(x, y) ecTb непрерывная функция от двух независимых пере- 
менных Хх, У внутри которых К вместе со своими частными
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производными первых двух порядков, и где дифференциальное выра- 
жение Рах- Оду есть полный дифференциал АР этой функции. 

В самом деле, правая часть формулы ([") есть криволиней- 
ный интеграл, взятый по пути Ё от заданной неподвижной точки 

Му (ху, У), лежащей внутри контура К (рис. 152), до любой фикси- 
рованной точки М(х, У), также помещенной внутри К, причем по 
пути интегрирования С требуется лишь одно: чтобы он весь цели- 
ком лежал внутри контура К, не имея на нем никаких точек; в осталь- 

ном же путь Ё может быть произ- 
у вольным. 

Левая же часть формулы (1 
есть численная величина, от пути 
интегрирования Ё совершенно не за- 
висящая, но зависящая лишь от его 
концевых точек Ми М.. 

Для большего понимания этой 
исключительно важной формулы ([”*) 
мы должны добавить, что функ- 

Х ция ВБ(х, У) имеет своим полным 
0 дифференциалом АР заданное диф- 

Рис. 152 ференциальное выражение Рах-- 
—-@ау, стоящее под знаком криво- 

линейного интеграла, и что хотя таких функций Р(х, у) имеется 
бесчисленное множество (если, вообще, имеется из них хотя одна, 
ибо таких функций Р(х, У) может и совсем не оказаться), но все 
они отличаются одна от другой на постоянную величину, так 
что разность значений их в'заданных точках М и Му есть одна и 
та же, какую бы функцию Р(х, у), имеющую Рах- О@4у своим 
полным дифференциалом, мы ни брали. 

В самом деле, если Р*(х, у) — какая-нибудь другая непрерывная 
функция, имеющая внутри контура К то же самое выражение 
Рах-- ОауУ своим полным дифференциалом, тогда имеем: 

    

dF=Pdx+Qdy u dF*=Pdx+Qday, 

откуда а(Р* — Р) =0. Следовательно, разность Р* — Р есть непре- 
рывная функция внутри контура К, имеющая полный дифферен- 
циал внутри К равным нулю. Отсюда следует, что эта разность 
есть величина постоянная внутри К, т. е. имеем F* —F=C, 
откуда Р* —=Р--С всюду внутри К. Поэтому мы должны иметь 
равенство: 

F (x, Y)— F(X, Уо) == F* (x, y)—F (хо, У), 

и, значит, левая часть формулы (Г) не зависит ни от пути интегри- 
рования, ни от той функции ЁР, которую выбирают среди имеющих
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выражение Рах-- ОФу своим полным дифференциалом. Из сказан- 
ного следует предложение. 

Прямая теорема. Если выражение Рах- О4у является 
внутри контура К полным дифференциалом, тогда криволиней- 
ный интеграл 

  

М 

fPax+Qdy 
My 

не зависит от пути интегрирования [, выходящего из Му и 
примыкающего к точке М, лишь бы этот путь целиком лежал 
внутри контура К, не имея на нем ни одной точки. 

Из того, что было изложено, ясно, что в этом случае криволи- 
нейный интеграл 

М 

fPax+Qdy 
M, 

как раз и является ТОЙ самой непрерывной внутри К 

функцией, которая имеет подынтегральное выраже- 
Hue Pdx+Qdy cBOUM полным дифференциалом. Функ- 
ция эта, очевидно, уничтожается в точке М.. 

Обратная теорема. Если криволинейный интеграл 

f Pax+Qay 

не зависит, внутри контура К, от пути интегрирования, а за- 
висит только от положения его концевых точек, тогда подын- 
тегральное выражение Рах--ОФау есть полный дифференциал 
внутри К. 

Доказательство. Пусть криволинейный ‘интеграл 

(x, y) 

Pdx+-Qdy, 
(Xo, Yo) 

взятый от фиксированной точки М (хо, Ус) до переменной точки М (х, у), 
не зависит от пути интегрирования /, ведущего от Му к М. Тогда 
такой криволинейный интеграл нужно рассматривать как некоторую 

функцию Р(х, У) переменных х и у, непрерывную внутри контура К. 
. OF oF 

Найдем ее частные производные 5х и ду 

Чтобы иметь численное значение Р(х- Ах, у) функции Е, мы 
должны взять какой-нибудь путь, выходящий из неподвижной точки М 
и оканчивающийся в точке М’(х-- Ах, у).
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Этот путь мы составляем из двух частей: из основного пути L, 
выходящего из М и оканчивающегося в М, и из добавочного пря- 
молинейного отрезка (рис. 153) ММ’. Имеем поэтому: 

М м’ 

F (x+-Ax, yy=(L) f Pax+-Qay+(MM) [ Рах-- 9ау= 
№ М 

KPAX 

= F(x, y)+ [ P(a, y) do, 

ибо вдоль отрезка ММ’ имеем: 4у==0, потому что у есть по- 
стоянное, а переменное интегрирова- 

у ния @ изменяется от х до х-- Ах. 
Значит, 

P(x Ax, yy— F(x, y) __ 
Ax 

X+AX 

] 
= AY ] Р(а, у) да. 

x 

  

  
14 Х Так как Р есть непрерывная функция 

0 тхьх внутри К, то правая часть этого ра- 
Рис 153 венства является величиной, содержа- 

щейся между наибольшим и наипмень- 
шим значением функции Р(х, у) на отрезке ММ”: это утверждение 
есть просто теорема о среднем в интегральном исчис- 
лении (см. $ 35). Когда Ах->0, тогда, в силу непрерывности функ- 
ции Р, оба указанные наибольшее и наименьшее значения функции Р 
на отрезке ММ” стремятся к значению функции Р в точке М как 
к пределу; следовательно, имеем: 

lim F(x + Ax, y)— F(x, y) == P(x, y). 

Ax>0 Ax 

Иначе говоря, находим: 

  

OF 
5х = Р. (1) 

Аналогичным способом мы находим: 

OF 
ду = Q. (2) 

Отсюда следует, что выражение Рах-- О@ау есть полный 
дифференциал краволинейного интеграла 

(х, у) 

Pdx+Qay, 
(Xo, Yo)
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рассматриваемого как функция своего верхнего предела М (х, у), 
Ч. Т. Д. 

Отсюда следует важное предложение, имеющее частое примене- 
ние в физике. 

Теорема. Условие необходимое и достаточное, чтобы выра- 
жение Рах--Фау было полным дифференциалом внутри 
контура К, состоит в том, чтобы криволинейный интеграл 

f Pdxt-Qdy, s3amvii no любой замкнутой кривой Г, лежащей 

внутри контура К, был нулем. 
Доказательство. В самом деле, в силу предыдущих прямой 

и обратной теорем, чтобы выражение Рах--О@4у было полным 
дифференциалом внутри контура К, 
необходимо и достаточно, У 
чтобы всякие два криволинейные инте- 
грала M г А 

(L) [ Pax+Qay 
М 

  

М 

(L*) [ Pax +Qay, 
№   0 Х 

. взятые по различным путям Ё и Г", 
исходящим из точки Му и оканчиваю- Рис. 154 
щимся в точке М, оказались бы рав- 
ными по численной величине (рис. 154). Так как перестановка пре- 
делов криволинейного интегрирования равносильна перемене направ- 
ления этого интегрирования, т.е. равносильна перемене’ знака всеми 
элементами интегрирования, без изменения их абсолютной величины, 
то имеем: 

№ М 

(L) [ Pdx+Qdy=—(L) f Pax+Qay, 
M М, 

и отсюда выводим равенство, обозначив через Г замкнутый путь 
интегрирования М.4*МАМу: 

М М, 

(г) Рах-+ 94у= (>) [Рах-+ 9ау-+- 4) [Рах-+9ау= 
М М 

М М ` 

=(L") f Pdx+Qdy—(L) f[ Pdx+-Qdy <0, 
М № 

ибо уменьшаемое равно вычитаемому.
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Таким образом, утверждать независимость криволинейного инте- 
грирования от формы пути интегрирования — это означает утверждать, 

что криволинейный интеграл (Г) f Pdx+Qdy по любому замкну- 

тому пути (Г) будет нулем. Это и доказывает предложение. 
Ч. Т. д. 

Примечание. Эта важная теорема безусловно верна, когда контур К 
ограничивает площадь 3 без отверстий, т. е. когда он непрерывен, не имея 
никаких оторванных друг от друга частей. Следовательно, предполагается, 
что контур К может быть описан сразу весь непрерывным движением кон- 
чика (точки) карандаша, не отрывающегося от плоскости, на которой он 
вычерчивает кривую К. Таков, например, случай, когда К есть окружность. 
или эллипс. 

Но теорема становится ложной, когда контур К ограничивает площадь $ 
с дырками (черт. 155 вверху). В этом случае контур К составлен из отор- 
ванных друг от друга кривых К1, Ко и К., ибо он должен служить и внеш- 
ней границей площади 5, и в то же самое время быть границей 
для ее отверстий: К= К! -- К» + Кз. Для такого рода контуров К 
теорема легко может оказаться неверной, ибо замкнутая кривая /”, по кото- 

рой берется криволинейный интеграл (/”) Г Рах-|- О ау, может охватывать. 

дырку, и тогда этот интеграл может отличаться от нуля. Он должен быть 
нулем лишь в том случае, когда кривая Г’ может быть непрерывным дви- 
жением стянута в одну точку внутри площади $, не проходя при этом через 

a 

отверстия этой площади, но минуя их. Такой интеграл (Г”’) Г Pdax+Qdy 

обязан быть нулем. 
Пример. Выражение 

_— —_ 
ар “Ру 

есть полный дифференциал от функции агс 1 2. Эзо легко проверить, ибо 

a2 

Фа == x ady—y ax 
1+(2) ха уз 

И, однако, криволинейный интеграл от этого выражения, взятый по окруж- 
ности Г, имеющей центром начало О и какой-нибудь радиус А, оказывается 
равным не нулю, а 2х. Это также легко проверить. Положим 

За ведущий параметр интегрирования принимаем угол 0, образуемый радиу- 
сом ОМ с положительной частью оси ОХ. Имеем: 

a = Ю с0$ 6, 8 = Rsin 8, 4а = — Ю $10040, dB=ARcos 6a), a2 1. B2 == R2, 

Сделав эти подстановки, находим: 

2% on 

—Ю 510. — А sin 0 Ю соз 6 - Ю соз 8 
=f р ado +- Re 46 = [ di=2e. 

0 0 
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Это кажущееся противоречие теореме о нулевой величине интеграла 

(Г) Г Рах-- ау по всякому замкнутому пути Г объясняется следующим 

образом: в рассматриваемом случае функции 

2 х bo
 

+]
 

Ne
 

разрывны в начале координат О, т.е. в точке х =0, у=0. Поэтому пло- 
щадь 5, в каждой точке М (х, у) которой обе функции Ри @ обязаны быть 
непрерывными, ни в каком случае не мо-’ 
жет содержать начало О. Если за такую 
площадь S мы примем так называемое 
«кольцо», т. е. часть плоскости между 
двумя концентрическими окружностями А! 
и Ко (рис. 155 внизу), то эта площадь S 
имеет одну внутреннюю дырку, контур К 
этой площади э — разрывный, ибо состоит из 
двух концентрических окружностей К1 и К», 
К = К! -- Ко. Поэтому инет никаких осно- 
ваний ожидать, что интеграл 

1= (Г) | Рах-+ 94, 

взятый по окружности Г, содержащей 
дырку, будет нулем. И в самом деле, мы 
получили / = 2х. 

$ 134. Аналитический признак 
полного дифференциала. Этот анали- 
тический признак очень прост и дается 
предложением: 

Теорема. Для того чтобы вы- Рис. 155 
ражение Pdx+Qdy, 20e P u Q— 
непрерывные функции вместе с их первыми производными вну- 
три контура К, было полным дифференциалом всюду внутри К 
от какой-нибудь непрерывной функции Е(х.у). необходимо и 
достаточно, чтобы всюду внутри К выполнялось тождество 

oP 00 

  
‘dy ~ дх' 

Условие необходимо. 
В самом деле, если выражение Р4х-- О4у есть полный диффе- 

ренциал от некоторой непрерывной функции Р (х, у), то мы должны 
иметь тождество: 

OF oF 

Отсюда 

oF _p, oF ——— 

0х ?—s OO =Q.
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2 

Ox Oy OT NO- 

рядка дифференцирований не зависит, то имеем всюду внутри К 

тождество 

2 (af) 9 (8 
ду 0х] 0х чу} 

которое, очевидно, переписывается в виде 

дР _ 00 
ду ox’ Ч. Т. д. 

Гораздо труднее обратное предложение (т. е. достаточность 
этого условия), и это требует предварительной леммы. 

Лемма. `Если внутри контура К имеем всюду тождество 

Р _ 001 
бу Ox 

ц если п есть какой-нибудь прямоугольник. имеющий стороны, 
параллельные осям координат, и содержащийся целиком вну- 
три К, то тогда выражение Рах-- О4у есть полный диффе- 
ренциал на всем прямоугольнике т (т. е. считая и его внутрен- 
ность, и его периметр). 

Доказательство. За начальную точку Му(хо, Уо) пути ин- 
тегрирования берем нижнюю левую вершину прямоугольника т, за 

у конечную точку этого пути берем какую- 
нибудь точку М(х, у) прямоугольника. 
Самый путь Ё интегрирования составлен 
из двух прямоугольных звеньев: из го- 

ризонтального звена Му Ю и вертикаль 
ного звена АМ (рис. 156). 

Имеем: 
М 

I(x, y)=(L) JPaereay= 

А так как численная величина частной производной 

  

      

  

      | 

0 x Xx 
Puc. 156 = fre yoda f ax, В) ав. 

Yo 

Ясно, что Г(х, У) есть непрерывная функция всюду на т. Вычи- 
слим первые частные производные от [(х, У). 

Имеем: 
У 

OQ (х, В) ЭРО. в) 

: Yo Yo 

=P (x, yo) + P(x, YP Ue, ip =P У 

9% =@(х, 5)
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Отсюда следует, что выражение Р ах -|- © ау есть полный диффе- 
ренциал от непрерывной функции Г(х, у) всюду на т. Ч. T. д. 

Теперь мы можем перейти к доказательству второй половины 
сформулированной теоремы. 

Условие достаточно. 
Пусть всюду внутри контура К имеем удовлетворенным тождество 

дР _ 00 
ду  дх` 

Надо доказать, что выражение Рах--Оау есть полный дифферен- 
циал на целой внутренности контура К. Для этого достаточно дока- 
зать, что криволинейный интеграл у 

(г) [ Pax+Qay р     
по любой замкнутой кривой Г, лежа- 
щей внутри контура К, равен нулю. 

Здесь полезно сделать предвари- 
тельное применение: пусть 5 и 5* — ка- 
кие нибудь две области, ограниченные д 
соответственно замкнутыми контурами 
АВСА и DCBD, имеющими общую Xx 
часть ВС. п 

Пусть Ги / — два криволинейные Рис. 157 
интеграла от выражения Рах-- Фау, 
взятые, соответственно, по этим контурам, причем интегрирование 
совершается по каждому контуру в положительном направлении, 
т. е. так, чтобы наблюдатель, обходящий контур в этом направлении, 
имел ограничиваемую им область постоянно с левой руки. На ри- 
сунке 157 направление каждого интегрирования указано стрелками. 
Ясно, что общая граница ВС будет при этом пройдена два раза и, 
что очень важно, 8 противоположных направленаях. Поэтому мы 
будем иметь, сложив оба интеграла Ги Г: 

  

I4-I* = (ABCA) f Pdx+Qdy+(DCBD) [ Pdx+Qay= 

— (ABDCA) Г Pdx-+-Qay, 

ибо интегрирование по общей части ВС, совершенное в противопо- 
ложных направлениях, само себя уничтожает. 

Формула (1) доказывает, что криволинейный интеграл по кон- 
туру, ограничивающему площадь 5, сложенный с криволинейным 
интегралом по контуру, ограничивающему площадь 5", равен 
криволинейному интегралу по контуру, огроничивающему пло- 
wads S--S",
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При этом нужно еще раз указать, что все эти три интегрирова- 
ния по трем замкнутым контурам производятся в положительном 
направлении. 

Применим это к доказательству достаточности условия 

OP _ 98. 
ду Ox 

для Того чтобы выражение Рах--О4у было полным дифферен- 
| циалом. 

У Пусть А (рис. 158) — какая- 
нибудь непрерывная замкнутая 
кривая, не пересекающая саму 
себя. Пусть внутри К функ- 
ции Р(х, у) и О(х, у) непре- 
рывны вместе с их частными 
производными первого порядка 
и удовлетворяют тождеству 

дР _ 00 
Oy Ox" (1) 

Надо доказать, что в этих 
условиях выражение Рах-- 
+QOdy есть полный диффе- 
ренциал для всей внутренности 

контура К, т. е. что имеется 
Рис. 158 некоторая функция F(x, y), 

определенная всюду внутри К 
и непрерывная там вместе с ее первыми частными производными, 
которая удовлетворяет всюду внутри К тождествам 

      
OF OF 

дя =Р и ay =e (2) 
т. е. тождеству 

аР =Рах-- ау. (3) 

Мы знаем, что для этого достаточно доказать, что криволинейный 

интеграл (Г) J Рах-- ау по любой непрерывной замкнутой кривой 

Г, лежащей целиком внутри К, равен нулю. 
Начертим эту кривую Г. Раз она лежит целиком внутри кон- 

тура К, то ограниченная ею область 5 не приближается нигде к нему 
ближе, чем на расстояние 8, где 6 есть некоторое фиксированное 
положительное число, 8 > 0. 

Это означает, что всякий прямоугольник, диагональ которого 
меньше, чем 8, и который содержит точку области 5, должен лежать 
весь внутри контура К.
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Разделим плоскость на прямоугольники с диагоналями < 8. Ясно 
после сказанного, что те из них, которые содержат точки области $, 
лежат целиком внутри К (рис. 158). 

С другой стороны, из леммы мы знаем, что выражение 
Рах--Оаду есть полный дифференциал на всяком прямоугольнике т, 

лежащем внутри К. Это означает, что интеграл (7) f Pdx+Qdy, 

взятый по какому-нибудь замкнутому контуру 1, не выходящему за 
периметр прямоугольника тп, равен нулю: 

(7) fPax+Qay=0. 

Отсюда следует, что если мы отберем те ‘прямоугольники, кото- 
рые содержат точки области 5, и возьмем криволинейные интегралы 
в положительном направлении по контурам 1 тех кусков области $5, 
которые вырезываются из $ каждым из них !, то все эти криволинейные 
интегралы суть нули: 

(1) fPax+Qay=0. 

Значит, и сумма их тоже есть нуль. Но, согласно замечанию, сделан- 
ному выше, при сложении этих криволинейных интегралов будут 
взаимно уничтожаться интегралы по общим границам этих кусков 
области 5, как дважды пройденные интегрированием в противополож- 
ных направлениях. Следовательно, все дорожки интегрирования, 
проникающие внутрь области 5, т. е. разрезавшие ее на части, сами 
себя уничтожат, и куски площади $5 срастутся в одно целое. Неуни- 
чтоженными останутся лишь проходимые в положительном направле- 
нии дуги контура Г, ограничивающего целую площадь $5. И так 

  

1 Следует заметить, что мы имеем право предполагать наличие в каж- 
дом из отобранных прямоугольников только одного куска области $. Это 
само собой разумеется, когда рассматриваемый прямоугольник не выступает 
за контур Г, ибо тогда вся внутренность такого прямоугольника является 
куском области $. Значит, неясность может возникнуть лишь для прямо- 
угольников /1, частично выступающих за контур Г. Но в таком случае надо 
учесть природу контура Г; контур этот есть: или весь гладкий, или соста- 
вленный из конечного числа гладких дуг. Поэтому его можно разрезать на 
конечное число столь малых гладких дуг, что изменение наклона касатель- 
ной к горизонту вдоль каждой из них не будет превышать в, где  — любое 
малое фиксированное число, е > 0. В этих условиях весь криволинейный 
контур Г уподобляется обыкновенному многоугольнику. А для 
многоугольных контуров Г деление плоскости ХОУ на прямоугольники, каж- 
дый из которых вырезает из $ не более одного куска, является легким, при- 
чем все прямоугольники /1, частично выступающие за Г, могут быть сделаны 
даже квадратами. 

Это построение сохраняется без измеиения для криволинейного кон- 
тура // и дает прямоугольники // с такими *же свойствами (см. рис. 158).
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как составленная из них сумма является криволинейным интегралом 

(Г) [Рах-- 9 ау. 

взятым по всей замкнутой кривой Г в положительном направлении, 
то этот интеграл должен быть равным нулю, что доказывает тео- 
рему. Ч. Т. Д. 

Как следствие мы получаем: 
если непрерывные функции Р и @, имея непрерывные частные 

производные первого порядка, удовлетворяют внутри контура К 
соотношению | 

дР _ 009 
“Oy Ox’ 

10огда выражение Рах--Оа4у есть полный дифференциал, инте- 
грирование которого выполняется криволинейным интегралом 

(%, y) 

Pdx+Q dy, 

(Xo. Yo) 

в этом случае не зависящим от пути интегрирования и дающим 
искомую функцию Е (х, у), уничтожающуюся в точке Му (ху, У) 
и имеющую‘ полный дифференциал dF, равный выражению 
Pdx+Qdy. 

$ 135. Зависимость криволинейного интеграла от пути. Работа 
силы. Если условие интегрируемости 

РР 00 _ 
ду вх =0 (1) \ 

дифференциального выражения 

Pdx+Qdy: (2) 

не выполнено, тогда, как мы знаем, нельзя требовать, чтобы уравне- 
ние в полных дифференциалах: 

dz=Pdx-+-Qdy (3) 

определило функцию 2(х, У) двух независимых переменных, т. е. 
на куске плоскости. Однако на какой-нибудь кри- 
вой [., заранее нами выбранной, дифференциальное уравнение (3) 
может быть удовлетворено: достаточно для этого написать криво- 
линейный интеграл 

м 

2==2+(L) f Pax+Qday, 
М,
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и тогда мы имеем функцию 2, определенную вдоль кривой [, прини- 
мающую в исходной точке М, (хо, Уз) заданное начальное значение 25 
и удовлетворяющую, вдоль кривой [, дифференциальному уравне- 
нию (3) (рис. 159). 

Однако следует заметить, что величина переменной 2, определен- 
ной криволинейным интегралом (4), вовсе не есть функция точки 
М (х, У), при всяких ее координатах х и у; переменная величина 2 
зависит не только от положения концевой точки М на кривой Д,, 
но еше и от самой этой кризой Г. Если представить себе, 
что точка М перемещается по плоскости вдоль кривой ГД, 
чтобы, в конце концов, прийти в точку М, то можно сказать, что, 

    
  
  

2 

у 

Z 

M Е 
и’ 

М 

12 
/ op ; 7 x 

M, Vy 

7 гу 
Рис. 159 Рис. 160 

для того чтобы знать численное значение 2, не достаточно знать лишь 
само положение точки М, но нужно знать еще и ее историю, т. е. 
знать, каковы были ее последовательные положения после того, как 
она покинула начальное положение Му. Можно сказать, что криво- 
линейный интеграл (4) выражает собой явление наследственности 
в том смысле, что если точка М занимала в прошлом последова- 
тельные положения на кривой L, TO след этого прошлого сказы- 
вается в настоящем численном значении переменной 2. 

Другим истолкованием криволинейного интеграла является важное 
в механике понятие работы. 

Если на точку М(х, у, 2) действует сила Р, имеющая своими 
компонентами по осям координат А, У, 7, и если точка М, вычерчи- 
вая в пространстве кривую траекторию /, переходит в бесконечно 
малый промежуток времени из положения М в положение M’, 

то элементарной работой силы Е называется произведение 
Е.ММ'. со$(Р, MM’), m. e. Fdscos(F, 4$), ибо хорда ММ’ и 
дуга MM’, будучи бесконечно малыми, равносильны друг другу 
(рис. 160). 

24 Интегральное исчисление
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Аналитически, обозначая через dx, dy, 42 проекции перемеще- 
ния ММ” на оси координат, элементарная работа имеет своим выра- 
жением: 

Xdx+YVdy+Zdz. 

Работой силы ЕР вдоль конечной дуги М.М называется сумма 
элементарных работ вдоль этой дуги, т. е. пространственный криво- 
линейный интеграл 

М 

I= (L) [ Xdx-+-Y dy+Z dz, 
№ 

которой можно написать в виде: 

(х, у, 2) 

[=(L) [ Xdx+Ydy+Zdz 
(%0, Yor 20) 

и который взят вдоль дуги СЁ (рис. 161), имеющей начальной точ- 
кой Мо (5х, У, 20) и концом — точку М(х, у, 2). 

Пространственный криволинейный интеграл f Xdx+Ydy-+Z dz 

вычисляется так же, как и плоский криволинейный интеграл 

7 [Рах- 9ау. Именно, берут 

параметрические уравнения про- 
МИХ, 4,2] — странственной дуги Ё: &==Ф(*), 

VAL 8—9 (<), 1== (<) (рис. 161) и, 
делая эту подстановку в криво- 

| линейный интеграл /, пишут 
|     у М al x M 

d и, [=(L) f X dat+-Y¥ a8+Z dy = 
ив я, 

у 
ft 

Puc. 161 = J [X9! (x) YY! ()-+- Zo! (1)] at, 
to 

где предполагается, что при <==& получаем начальную‘ точку № 
дуги [, а при t==-f—ee конец М. 

$ 136. Формула Остроградского. М. В. Остроградскому удалось 
найти точную величину криволинейного интеграла 

1— (Г) [Рах-- 9ау 

по замкнутому контуру Г в общем случае, когда условие интегри- 

ти === т быть и не соблюдено. руемости ду ях Може быть лю
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Пусть функции Р и @ непрерывны внутри контура К, как и их 
первые производные. Пусть Г какая-нибудь замкнутая, не пересекаю- 
щая саму себя кривая, лежащая целиком внутри К. Мы обозначим 
через 5 часть плоскости, ограниченную 
кривой Г. 

Разобьем плоскость ХОУ на прямо- 
угольники, имеющие стороны парал- 
лельными осям координат и диагонали 1,» ff C 
меньшими, чем фиксированное число . 
6, 80. Из этих прямоугольников мы 
удерживаем только те, которые содер- 
жат точки области 5. Если мы возьмем 5|------ J      

| 

криволинейные интегралы (7) Г Рах-- | 
| 
| 

| 
j 
| 

-- Оду в положительном направле- | 
нии по контурам (1) тех кусков об- | @ a+aad 

    
ласти S, которые вырезаются из S 
каждым удержанным прямоугольником кис. 162 
и, затем, сложим все эти интегралы, 
то, согласно $ 134, их сумма будет в точности равна криволиней- 
ному интегралу от выражения Рах - Чау по всему контуру Г в по- 
ложительном направлении. Следовательно, мы имеем: 

LD fPaxt+Qay= 7 f Pax+Qay. (1) 

Мы должны теперь оценить слагаемые левой части. 
Случай первый: рассматриваемый прямоугольник не выхо- 

дит за контур Г. Пусть АВСР такой прямоугольник (рис. 162). 
Имеем: 

да 

ГАВСрА == fPax+Qay=f P(a+t, b) dt + 
0 

Ab 
Aa 

Ab 

+f Q (a-+ Aa, b+-t) dt— f Р(а-Н Е, b+-Ab) at— f Qca, bt) dt= 

0 
0 

. 

Aa 

=—f [P(a+t, b+Ab)—P(a+t, dD dt+ 

46 

+f (Q(a-+ Aa, 6+-1)—Q (a, b+} dt. 
0 

248



372 КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ гл. х 
  

Применяя теорему о среднем Лагранжа, находим: 

да Ab 

1=— 46. | Py(a+t, 4-6, АР) dt-+-Aa- f Q.(a+0, Aa, Б-Р В dt, 
0 0 

где 9, и 9, положительны и оба, < 1. 
/ / 

Tak kak Py uw О; суть непрерывные функции, то, применяя теперь 
теорему о среднем для определенного интеграла (см. $ 35), мы 
находим: 

1—=— 46 .Аа.Р,(а-- 0. Аа, 6-0, 45) 

4 Аа. 40. О -- 6, Да, b-+6,Ab) = 

— [© (а-- 6, Аа, 6-6, 46 — Р, (а-- 0, Аа, 6-6, АБ] - Да Ad. 

Мы замечаем, что уменьшаемое и вычитаемое, написанные в квад- 
ратной скобке, являются ничем иным, как численными значениями 

90 дР 
производных Ox И Oy в некоторых двух точках, лежащих внутри 

рассматриваемого прямоугольника АВСО. 
Поэтому, если мы берем все такие прямоугольники АВСД и, 

составив сумму соответствующих им криволинейных интегралов 

(ABCD) f Pdx+-Qdy, 3acTaBuM положительное = безгранично при- 

ближаться к нулю, то, в силу самого определения двойного инте- 
грала ($8 119), мы будем иметь: 

нп У (АВСРА) [р ах + О ау= 
=> 0 

= Г (9—9) dy. (2) 
5 

Случай второй: рассматриваемый прямоугольник частично 

выступает за контур Г. Как мы знаем из $ 134 (см. примечание 

в сноске), такой прямоугольник т всегда можно предполагать: либо 

квадратом, либо составленным из двух равновеликих квадратов 
путем склеивания вдоль общей им стороны, причем дуга контура Г, 
пересекая его, соединяет точки А и В двух противоположных сторон
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(рис. 163). Отсюда сразу следует, что длина контура 1 куска обла- 
сти $, вырезанного из 5 прямоугольником п, не может превышать. 
шести длин дуги АВ контура Г. Поэтому общая длина всех кон- 
туров 4 кусков области $, вырезаемых прямоугольниками т, не 
превышает 6Г., где Е — длина всего контура Г. 

Найдя это, рассмотрим интеграл (7) Г Р ах Оау, взятый в положи- 

тельном направлении по контуру 71. Пусть Мь(%, Уо) — какая-нибудь. 
точка дуги АВ (рис. 163). Обозначив че- 
рез Ру и @ численные значения функ- у 

     
  

    

ций Ри О в точке Мь, мы имеем: п 

(р) [Рах- 9ау= | 
АЙ Т- 

=(1)f Podx+Qdy+ | 
12 

+ | Ф-— Роах- © — @ ау. (3) Up 
—х 

Но первый интеграл в правой части a 9 
равенства (3), очевидно, равен нулю, ибо Puc. 163 
контур 1 есть замкнутый, а подынте- 
`гральное выражение Ру. ах--@,4у есть 
полный дифференциал. Второй же интеграл в правой части очень. 
мал, ибо диагональ всякого прямоугольника п меньше чем 8, где 8 — 
сколь угодно малое фиксированное число. Отсода следует, что- 
имеем неравенство 

|Р—Рь| «в и [@ — (| <= 

на всем прямоугольнике т, где = >> 0 есть фиксированное сколь угодно- 
малое число. 

Поэтому мы видим, что абсолютная величина этого интеграла не 

может быть больше, чем: 

(1) felax|telay|<() fe-dste-ds= 2 -(7) f ds, 

rye ds есть дифференциал дуги контура 1. 

Следовательно, сумма Ус Г Рах-- Оу всех криволинейных 

интегралов по контурам 1, соответствующим прямоугольникам х, не- 
может превысить 

de Wi) f as<e- 12-L
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(согласно сказанному вначале), где Ё, — длина всего контура Г. И так 
как е сколь угодно мало, то мы видим, что 

lim У, (0 [Рах-94у=0, (4) 

тде знак суммы распространяется на все прямоугольники п, частично 
выступающие из Г. 

Окончательно сопоставляя равенства (1), (2) и (4), мы ви- 
‚Дим, что 

(г) | Рах--очу= | | (88 — 92) ахау. (5) 

А это и есть формула Остроградского. ч. Т. д. 
Следствие. Из формулы (5) Остроградского сразу следует 

уже известное нам предложение: для того, чтобы интеграл 

Г) [ Рах- 9 dy no любой замкнутой кривой Г, лежащей вну- 

три контура К, был равен нулю, необходимо и достаточно, 
дФР 00 

чтобы имело место всюду внутри К равенство Oy = Ox" 

Достаточность ясна из того, что при соблюдении этого 
равенства подынтегральное выражение двойного интеграла обра- 
зцается в нуль. 

Необходимость ясна из того, что если в какой-нибудь точке 
д oP 

М (хо, У), лежащей внутри К, разность 5—5 будет отличной 

от нуля, например положительной, то тогда, в силу предполагаю- 
щейся непрерывности первых частных производных от функ- 

ций Р и 0, мы будем иметь неравенство 9 >0 вблизи 

точки /1. А тогда, беря окружность Г достаточно малого радиуса о, 
имеющую центром точку MM), мы внутри /Г` будем иметь двойной 
интеграл (5) положительным и, значит, невозможно, в силу 
формулы Остроградского, чтобы криволинейный интеграл, стоящий 
в ней налево, был нулем. 

$ 137. Дифференциальное уравнение, левая часть которого 
есть полный дифференциал. Мы знаем, что всякое дифференциаль- 
ное уравнение первого порядка может быть написано в виде 

Pdx+Qdy=0, (1) 

где Ри О суть функции от двух независимых переменных хи у.
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Если выражение Рах--Ойу есть полный дифференциал, т. е. 
если имеется некоторая функция Р(х, У) двух независимых пере- 
менных хи у такая, что 

dF =P dx+Qdy, (2) 

то данное дифференциальное уравнение (1) указывает, что вдоль вся- 
кого его решения. у(х) мы имеем аР==0 и, следовательно, что 
вдоль решения У(х) функция Е(х, У) сохраняет постоянную вели- 
чину. 

Это означает, что самое решение у(х) дифференциального урав- 
нения (1) получается теперь из конечного уравнения 

Е (х, У)=С, (3) 

где С есть постоянная величина. 
‚ Полагая С произвольным постоянным, мы получаем все реше- 
ния y(x) дифференциального уравнения (1) и, значит, (3) является 
общим решением. 

Из предыдущего мы знаем: 
1) что для того, чтобы левая часть дифференциального уравне-- 

ния (1) была полным дифференциалом, необходимо и достаточно нали- 
90 _ 0Р. 

чие тождества 9х dy? 

2) что при наличии этого тождества нужная нам функция Р (х, у) 

получается одним криволинейным интегралом 

(х, у) 

L | Pdx+Qdy 
(Xo, Yo) 

по какому-нибудь пути [, идущему от начальной точки Му (ху, Vo): 
к точке М(х, у), причем результат внутри контура К от пути инте- 
грирования 2. не зависит. Можно также получить ЕР (х, у), выполняя, 

согласно $ 134, две квадратуры: 

х у 

F(x, y= fP(@, y)da+ f Q(x, Ваз С. 
Yo 

$ 138. Интегрирующий множитель. Если выражение Pdx+-Qdy 
не есть полный дифференциал, то тогда естественно искать такой 
множитель 1№(х, У), чтобы новое выражение ьР 4х ——-ьО@у, полу- 
ченное из старого умножением на |4, стало полным дифференциалом.
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Польза отыскания этого множителя в, называющегося интегрирую- 
щим множителем, та, что старое и новое дифференциальные урав- 
нения: 

Pdx+Qdy=0 u pPdx+pQdy=0 

являются, собственно, одним ий тем же уравнением, но интегриро- 
вание нового уравнения, как вообще интегрирование всякого полного 
дифференциала, требует только двух квадратур. 

Для того, чтобы новое уравнение 

pP dx + pQdy=0 (1) 

было точным дифференциалом, необходимо и достаточно, чтобы 
имели место тождества 

0(=0) __0(»Р) 
Ox oy 

ИЛИ 
‚ОР __ 09 1 д Op. 

boy Вох = 0х Pay: (2) 

Следовательно, интегрирующий множитель и(х, у) служит 
решением уравнения в частных производных (2) и, обратно, 
всякое рещение (xX, у) уравнения в частных производных (2) 
является интегрирующим иножителем для выражения Рах-- 9дау. 

Доказывается в более полных учебниках, что уравнение (2) всегда 
имеет решения и, значит, всегда имеются интегрирующие множители 
№ (х, У) для всякого выражения Рах-- Оду. 

Большинство дифференциальных уравнений 

Pdx+Qdy=0, (3) 

интегрирование которых выполняется до конца квадратурами, таковы, 
что нам известны их интегрирующие множители в. 

Пример 1. Однородное уравнение Рах-- © 4у =0, где Р и О суть 
однородные функции той же самой степени т от хи у, имеет дробь 

—_ СВОИМ интегрирующим множителем. 

Px + Qy 
Доказательство. Укажем сначала характеристическое свойство одно- 

родных функций. Если /(х, у) есть однородная функция от двух аргумен- 
тов хи у, причем ее степень однородности равна т, то это означает, что 
при умножении обоих аргументов х и у на произвольное число Ё наша 

функция Г(х, у) воспроизводится, приобретая лишь множитель Ё”. 
Например, функция 2х8 --5ху? —7х?у есть однородная степени 3, ибо 

умножение ее аргументов хиуна Ё дает: 2 (х#)3 4-5 (xt) - (yt)? —7 (xt)? (yD) = 
=: 8. (2х3 + oxy? — 7Tx?y),. 

Таким образом, если У(х, у) есть однородная функция степени т, то 
это означает, что имеем тождество по трем буквам w, y H ¢ 

f (xt, yt) =t" -f (x, У). (4)
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Дифференцируя это тождество по букве & имеем: 

xf, (xt, yt)+ yf, (xt, yt) = mt™—1f (x, y). 

Полагая # =1, получаем тождество по аргументам хиу 

д д 
rae by se = mf (x, y). 

Проверим теперь, будет ли множитель БО интегрирующим для; 

выражения Рах-- 9 ду. 

    

  

Имеем: 

д д оо _ 2 (px+'Qy)—PQ—O(« Sty SE) _ 
дх Рх-- Чу — (Px + Qy)? 

0Q oP 

= (Рад 8 Ge) Pe 
(Px +- Qy)? " 

Аналогично имеем: 

у (9 5=—25%)—Р0 
    

  

о _Р__ Ox "Oy 
roy Px-+Qy - (Px + Qy)? " 

Отсюда 

dQ 90 дР дР 
90 Q Oo P P(e ety S)—Ol* a У `ду ; 
дх Рх-- Чу 0уРх- ду (Px + Qy)? ~ 

Но, в силу однородности функции (©, первая скобка равна т(); а в силу- 
однородности функции Р вторая скобка равна тР, где т — степень одно- 

mPQ —mQP 

(Px + ЧУ» 
родности. Значит, предыдущее выражение равно = 0. Значит, 

1 
——_—__ есть интегрирующий ‘множитель. Px -- Oy рирующ : , 

Пример 2. Найти интегрирующий множитель линейного уравнения, 

4 py = Q, rane Ри О суть функции одного переменного х. 

Решение. Переписываем данное линейное уравнение в виде 
ау -- (Ру— О) ах ==0. Если и — интегрирующий множитель, мы должны иметь. 

oe = = (Ру— 0) -- вР. Этому уравнению удовлетворяем, ища интегрирую- 

3 ¥ д 
щий множитель и, зависящий только от х. Тогда имеем ay =o и пре- 

а 
дыдущее уравнение напишется в виде — = uP, т. е. “ = Рах, откуда. 

ах 
Ра 

inn= [ Pax une! ".
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Интегрируя полный дифференциал 

eS Paxgy 4 of Pax (py —Q) dx 

по правилу, указанному в $ 137, мы находим: 

yes Pax f Qe! Paty _¢ 

®ткуда имеем полученное прежде общее решение 

yao JP f gel P4tax4-C).



  

[HABA XI 

РЯДЫ ФУРЬЕ 

$ 139. Тригонометрические ряды. Григонометрическим рядом: 
называется всякий ряд, имеющий вид: 

<. (а: с03 x-+ b, sin x)-+ (a, Cos 2x + b, sin2x)-+ ... +- 

+(a,cosnx+b,sinnx-+)..., (1). 

где NOCTOAHHBIE 4YHCMA Ap, G1, Aa, ... WM Oy, by ... называются коэф- 
фициентами тригонометрического ряда. Они предполагаются дей- 
ствительными, так же как и переменное х. 

Если тригонометрический ряд (1) сходится для всякого дей- 
ствительного х, тогда его сумма зависит от xX; ee обозначают: 
yepe3 f(x): 

f (x) = (a,cosx-+-b, sin x)-++ ...-+(a,cosnx-+-b, sinnx)-+.,. 

(2) 
и в этом случае говорят, что GyxKxyuna f(x) pasroocena 6 mpuzo- 
нометрический ряд. Очевидно, что }(х) есть периодическая функ- 
ция с периодом Эм. 

Лля многих чисто практических целей науки и техники нужно 
уметь . разлагать заранее заданную периодическую функцию /{(х) 
с периодом 2к в тригонометрический ряд. Для этого надо уметь 
делать две вещи: 

во-первых, #4до уметь по заданной функции Г(х) оты- 
скивать коэффициенты того тригонометрического ряда, в кото- 
рый должна разложиться заданная функция f (x); 

во-вторых, яадо уметь доказать, что найденный таким 
образом тригонометрический ряд в самом деле есть ряд схо- 
дящийся и притом имеет своей суммой как раз ту самую 
функцию }(х), которая нам была задана и которую мы хотели 
разложить в тригонометрический ряд. 

$ 140. Формулы Фурье. Первая задача очень простая. Прежде 
всего тригонометрический ряд (1) надо рассматривать не на всей 
оси ОХ, а только на каком-нибудь отрезке длины 9. Ибо, 
если мы к численному значению х прибавим (или вычтем) 2х, то



380 РЯДЫ ФУРЬЕ ra. XI 
  

все члены ряда нисколько не изменятся, так так все они периоди- 

ческие и имеют периодом 2п. В самом деле, мы имеем тождество: 

a, cos n(x 2) 5, эти (х-2к) = а, созпх--, ших. (1) 

Поэтому тригонометрические ряды рассматривают обычно только 
на отрезках: или [0, 2x], или [—т, -*|, ибо за пределами этих 
отрезков рассматривать эти ряды излишне. 

Для того, чтобы найти те формулы, по которым должны вы- 
числяться коэффициенты а, 6, тригонометрического ряда для 
заданной заранее его суммы f(x), мы сначала возьмем такой 
тригонометрический ряд, который должен заведомо сходиться и, 

значит, должен иметь определенную сумму /(х): таковы абсолютно 
сходящиеся тригонометрические ряды, у которых ряд абсолютных 

co 

величин их коэффициентов м У а, |-- 18, есть ряд сходя- 

щийся. n=l 
Если этот последний ряд сходится, тогда ясно, что и тригоно- 

метрический ряд (1) также будет сходящимся и притом пра- 
вильно сходящимся (см. § 78) Ha отрезке [0, 2*], ибо его 
общий член а, созпх--6, этих удовлетворяет неравенству 

la, cosnx-+b, sinnx|<|a,|+|5,|- 

Ясно, что такой тригонометрический ряд (2) есть равномерно 
‹ходящийся (см. $ 78) на отрезке [0, 2ж] и, значит, его сумма /(х) 
есть непрерывная на отрезке [0, 2] функция. 

Для того, чтобы отыскать коэффициенты а, ..., @,, 6, рас- 
сматриваемого тригонометрического ряда 

f (x)= B+ (acos x +, sin x) ee of 

-+-(a, cosnx—+-a,sinnx)+ ... + (2) 

по его сумме f(x), примем сначала во внимание следующие 
фавенства: 

an 

f cos тх созпх ах =0, если т-П, 

0 

2 

f cosmxsinnxdx—0, make ecnu m=n, 

0 

27 

[ sin mx sinnx dx = 0, если т = п, 

0 

2n 2n an 

fcostnx dx = f sintnxdx =n И Гах == 2т. 

9 6 0
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Если мы теперь умножим обе части разложения (2), в котором 
предварительно заменим х через а на созто4х и интегрируем ! 
между пределами 0 и 2х, то найдем: 

an 

O, = — ИИС cos na da, (3) 
0 

Точно так же, умножая на $ш из 4х и интегрируя, получаем: 
or 

1 . 
в, =— ] f (a) sin na da. (4) 

0 

Наконец, для п =0, имеем: 
2к 

‘I a= { f(ade (3*) 
9 

и, таким образом, формула (3*) является частным случаем общей 
формулы (3), в которой надо только положить п =0. 

Формулы (3) и (4) обычно пишут вместе: 
ar ) 

a,=— f f (@) cos nada 
0 

| n=O, 1, 2,3.... (5) 

  
25 

р, == = ff @sinnads 
0 é 

и называют формулами Фурье. Сообразно с этим тригонометри- 
ческий ряд 

+ (a, cos x + 4, sin x) + ... +(a, cosnx +b, sinnx)+,..., (1) 

коэффициенты которого ad, a,, 6, определяются по формулам 
Фурье (5), называется рядом Фурье для функции }(х), причем 
обыкновенно пишут символически 

f(x) ~ Zt (a, cos «+d, sin x) + eee Ht 

+(a,cosnx-+-b, sinnx)-+-..., (6) 

показывая этим, что функция }(х) образовала стоящий направо 
от знака ~~ тригонометрический ряд по формулам Фурье (5), даю- 
щим его коэффициенты. 

Вместо символического знака — писать обыкновенное равен- 
ство = нельзя, ибо имеются даже непрерывные функции f(x), ana 

  

1 Это почленное интегрирование законно, ибо рассматриваемый ряд (2) 
равномерно сходится. См. об этом & 79.
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которых их ряды Фурье расходятся (по крайней мере в неко- 

торых точках). Но когда коэффициенты а, а,, 0, дают абсолютно 
co 

cxoanmufica pan >| a,|-+|5,|, тогда вместо знака — заведомо можно 
neal 

писать обыкновенный знак равенства =. В других же случаях этого 
делать без предварительного исследования нельзя, ибо еще неиз- 
вестно, будет ли ряд Фурье, образованный для заданной функции {(х), 
сходиться именно к ней, а не к какой-нибудь посторонней функции 
Ф(х), если он, вообще, окажется сходящимся рядом. 

$ 141. Предварительные леммы. Для того, чтобы исследовать 
рялы Фурье и доказать, что они сходятся к образующим их функ- 
uuam f(x), NO крайней мере для некоторых видов функций Х(х), 
необходимо дать некоторые вспомогательные предложения. 

Лемма 1. Если функция }(х) непрерывна на каком-нибудь 
b 

отрезке [а, 8], тогда оба определенные интеграла Г F(a) cos na da 
b 

a 

И Г } (<) чт по аа стремятся к нулю, когда п безгранично воз- 

а 

растает. 
Доказательство. Рассмотрим только первый интеграл, так 

как доказательство для второго интеграла такое же. 
Обозначим же первый интеграл через А, 

b 

A,= [ f@ cos na da. (1) 

Так как для любого ‹ф имеем —с0$(ф—п)==50$$ф, TO 
с9$ пе = — с0$ (па — ®). Поэтому 

b 

4,=— fre cos(na—x)da—— f ¢aycosn (2 —2) ae 

Обозначив a — ~ —8В, мы имеем: a == 8 + — и 4а = 48. Отсюда 

ь-— — 
п 

A=— ff (8+%)cos ne ap = 

b-— 
п 

— — [ f(a +=) cos na da, 

а-=—- 
п
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ибо переменное интегрирования В мы можем написать снова в виде 
буквы а. 

Итак, одновременно с равенством (1) имеем: 

p—— 

A,=— f f(a + =) cos na da. (2) 
к 

а—— 
в 

Складывая равенства (1) и (2), находим: 

2A,=— Дея na da—- 

а—— 
п 

п b-— 

$f [re@—rle42)] cos nade J se cosna aa. 
т b-—-— 
п 

—
 

Co
 

—
 

Так как функция /(х) непрерывна на отрезке [а, 6], то она 
на нем ограничена, т. е. имеем неравенство |/(х)| < М для всех 
точек х отрезка [а, 6]. Поэтому оба крайние интеграла, стоящие 
в правой части равенства (3), не превышают каждый, по абсолют- 

п 

ной величине, количества М —. Что же касается среднего инте- 

грала, то его абсолютная величина не превышает 

у—® 

Г уе =) 
а 

da. 

  

Значит имеем неравенство 

b-— 

ри, 2м.-=+ ] |9 — 1 (+ =)|-аа. 

В силу того, что функция ]/(х) есть равномерно непрерывная 
на [а, 6], мы имеем для достаточно большого числа п неравенство 

| f(a) —f (a+ =) «=, где = — фиксированное произвольно малое 

положительное число. Таким образом, для п достаточно большого 
имеем: 

|24, |< 2M —-+-e(b—a), (4)
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wT 

и так Kak 2M — > 0, когда п-—»--со, то отсюда заключаем, что 

lim А, =0. 
n-> +00 

Аналогично доказываем, что второй интеграл В, доказываемой 
леммы 

b 

B,= [f@ sin na do 
а 

также стремится к нулю, когда в безгранично возрастает, т. е. 

имеем: 

lim B,=0. ч. т. д. 
п> += 

Доказанная лемма 1 имеет такие следствия. 
Следствие 1. Если кривая у=У(х) на отрезке [а, 6] 

состоит из конечного числа непрерывных дуг, тогда оба инте- 
b b 

грала Г f(a)cosnada u Г f(a) sinnada по-прежнему стремятся 

а а 

к нулю, когда п безгранично возрастает. 

у 

| 

  

    a) al & #3 
Рис. 164 

6 

В самом деле, в этом случае интеграл f f(a) cosna da разби- 

a 

Е gr b 

вается на сумму конечного числа частных интегралов f + Г +. 

a Ё Е 

(рис. 164), каждый из которых имеет функцию f(x) непрерыв- 
ной между пределами интегрирования, включая сюда эти самые 

пределы. Поэтому, по доказанной лемме 1, каждый из этих част-
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ных интегралов стремится к нулю, когда п > со. Следовательно, 
b 

и сумма HX, т. е. весь интеграл Г (о) соз па аа 0, когдап > --со. 

a 
b 

Аналогично имеем [ 1 (&) эт па аа —> 0, когда п — -- со. 

а 

Следствие 2. Если кривая у==}(х) на отрезке [0, ж] 
состоит из конечного числа непрерывных дуг, то коэффициенты 
ряда Фурье a, и 6, для функции 1(х) стремятся к нулю, когда 
п» -- со, т.е. имеем Ит а. =0Ои lim b,=—0. 

п> + со n> +0o 

B самом деле, согласно формулам Фурье (5) $ 140, мы имеем 

а, = — у (а) соз па аа и 6, = — Lf 1 (а) яп па 4х. Значит, согласно 

лемме I, uMeem a,—>0 u 0,0, когда п + оо. 
Лемма 2. Для всякого натурального числа п имеем тожде- 

ство 

sin (n +- 5) а 
  + cos a+ cos 24+ eee + COS No = a . (5) 

2 31а — 
2 

Доказательство. Имеем очевидное тождество: 

sin(& +-)a — sin(k —y)a=2-coska- sin 5 (6) 

для R=0, 1, 2, 3,..., 4. 
Переписав это тождество в виде: 

sin (1 +5) =— 1 (8—1) «= 2соз йа эт 5. x 

и суммируя для А =1, 2, 3,..., п, мы находим: 

. 1 ‚а . @ 
sin (n +5)¢—sin > == (COSa-+ cos 2a--+ ... + cosa) > ésin>. 

Отсюда, перенося $1 5 в правую часть и деля все на 2 яп — > ‚ 

получаем тождество (5). Ч. т. д. 
$ 142. Выражение суммы п--1 первых членов ряда Фурье. 

Пусть функция f(x) изображается на отрезке [0, ж] конечным 
числом непрерывных дуг (рис. 165). 

Пусть 

(к) — + У (аи cosnx +- 06, sin nx) (1) 

a= 

25 Интегральное исчисление
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есть ряд Фурье для ](х). Это означает, что коэффициенты а, 5 
п 

вычисляются по формуле Фурье: 

2x 2n 

a, = — 1 со$ па 4% и дб, = ~ [ле sin na da. (2) 

0 0 
< 

Обозначив через $,(х) сумму первых п--1 членов ряда Фурье, 
мы имеем: 

S,(x) = + (a, cos x 4-5, sin x)-- ... +(a@, cosnx-+-d, sin nx) (3) 

или сокращенно: 
п 

9, (х) = > +- У, (a, cos kx +-b, sin Rx). (4) 
k=1 

Общий wien a,coskx-+b,sinkx этой конечной суммы 5, (х), 
по внесении в него выражения коэффициентов &, и 6, по формулам 

у Фурье, примет вид: 

А a, cos kx--b, sin RX = 
Cf 2 

© =— [ле [с0$ 24 с0$ Вх -|-- 

0 

a -+- sin ka sin Rx] da = 

          2" 

0 g ‘29 x = f 740) -cosk(a— x) da, 

Puc. 165 о (5) 

Поэтому вся cymmMa S, (x) напишется в виде: 

an n 

1 1 
s,)=+ fr@- st })cosk(a— x) « da. (6) 

0 k=l 

Выражение, написанное под знаком интеграла в квадратных скоб- 
ках, при фиксированном х, есть периодическая функция от & 
с периодом 2. Что же касается функции f(a), TO OHa oNpene- 
лена пока только на основном отрезке [0, 2*]. Но мы можем опре- 
делить ее вдоль всей оси ОХ, сделав ее также периодической с пе- 

риолом 2п; для этого достаточно сначала разделить всю ось ОХ 
на отрезки длины 2, откладывая последовательно такой отрезок 
вправо и влево от начала координат О, и затем в каждом из этих 
отрезков повторить тот самый график, который нам дан на основ-



§ 142 ВЫРАЖЕНИЕ СУММЫ ПЕРВЫХ ЧЛЕНОВ РЯДА ФУРЬЕ 387 

ном отрезке [0, 2] (см. рис. 165). Когда это мы выполним, функ» 
ция ](%) явится определенной на всей оси ОХ и имеющей перио- 
дом 2п. После этого произведение /}().[ |], стоящее под знаком 
интеграла (6), будет определенным вдоль всей оси ОХ и периоди- 
ческим, с периодом 9х. А так как интеграл от периодической функции, 
взятый на отрезке длины, равной периоду, есть, очевидно, величина 
постоянная, не зависящая от положения этого отрезка, то мы имеем 
право в формуле (6) заменить отрезок [0, 2*], по которому берется 
интеграл, отрезком [х— т, х--*|, также имеющим длину 2. Это 
нам дает: 

A+ tt 

1 . 1 “NN 
S,(*) => | f@- a + 42, cos k (4 — x)| da. 

x—k Е =1 

Сделав подстановку & — х ==8, мы имеем: а = х-НВи 4 = 48. 
Отсюда 

+r п 

о | ле. | У сова | 48. 
в=1 . —% 

Написав переменное интегрирования В снова в виде & и вспо- 
миная лемму 2 предыдущего параграфа, мы находим окончательно: 

sin (n+ 5) а 
  - da. (7) 

2 sin 

Te 

S(o=t f fete. 
п 

Этот интеграл, выражающий сумму п--1 первых членов ряда 
Фурье для заданной нам функции /(%), называется интегралом 
Дирихле. Его назначение — сделать возможным исследование схо- 
димости рядов Фурье, для чего нужно заставить число п безгранично 
увеличиваться. Имея в виду эту цель, можно несколько уменьшить 
трудность исследования интеграла Дирихле, заменив его жест- 
кие пределы интегрирования —пи --т более гибкими преде- 
лами —ви +e. 

Чтобы доказать законность такого упрощения интеграла Дирихле (7), 
заметим, что функция /(х) предполагается изображаемой на основном 
отрезке [0, 2ж] конечным числом непрерывных дуг. Так как зна- 

. a 
менатель 251 - не уничтожается на отрезках [—-т, —] и [| ®, 

—- «|, где => 0 и весьма мало; то оба выражения: 

COs sin <5 

ка. и Дяа. —® 
2sin > 2 sin = 

25*
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на отрезках [— к, —e] u [te, +7] изобразимы, каждое конечным 
числом непрерывных дуг. 

Поэтому, в силу следствия 1 леммы 1 (см. предыдущий 5), 
мы имеем все четыре интеграла 

] у _ 08 
[= J feta, — - sin nada, 

2 sin 5 

a 

sin — 

-1f F(x +a): —*~ -cos na da, 
2 sin > 

a 
cos 

нЕ Ген. —_2_ - sin na da, 
2 sin > 

_1 sin sing 

f f(x+a)- ——° cos na da, 
2 sin — 

2 

стремящимися к нулю, когда п-» --. с. 
А так как мы имеем: 

1 ~~ м (+. 
= f teeta» 2 want, 

—т 2 зщ — 
2 

и 
] ч sin(n+5)a 

т ле. PE anh, 
+e 2 sin 5 

то оба эти интеграла -»0, когда п > - со. 
Отсюда следует, что сумму S,(x) первых п--1 членов ряда 

Фурье для Г(х) можно написать в виде: 

sin (+=) 

a 
2 sin > 

+e 

S,=t f feta. ‘dat, 8) 

где TY, есть величина бесконечно малая, когда п-› оо. 
Интеграл, стоящий в правой части равенства (8), называется усе- 

ченным интегралом Дирихле. В нем число ве, стоящее в пределах 
интегрирования, есть число положительное, малое как угодно, но 
заранее заданное (т. е. фиксированное).



§ 143 СХОДИМОСТЬ РЯДА ФУРЬЕ 389 

$ 143. Сходимость ряда Фурье. Мы ограничиваемся практически 
важным случаем, когда разлагаемая в ряд Фурье функция У(х) 
изобразима конечным числом отдельных непрерывных дуг, имею- 
щих в каждой их точке касательную прямую. 

Здесь, для наиболее ясного понимания, мы делаем то указание, 
что каждая из этих отдельных дуг, каковыми на рисунке 165 
являются дуги АВ, СОШ и ЕЁ, во всякой своей точке имеет опре- 
деленную касательную прямую, даже в их концевых точках А 
и В, Си о, ЕиР. 

Если х есть точка непрерывности функции /(х) на каж- 
дой из этих дуг, тогда х не может быть абсциссой ни одной конце- 
вой точки и тогда функция / (х) имеет в такой точке производную f (x), 
т. е. отношение 

f(x+2)—f (x) 

стремится к определенному пределу, когда «-›0, имея любой знак: 
а`> 0 или а < 0. 

Если же‘точка & есть концевая точка какой-нибудь дуги, то 
тогда & есть абсцисса двух концевых точек, например, точек Ви С 
(см. рис. 165). Ясно, что в этом случае }(&— 0) = отрезку ЕВ, 
а / ($--0) = отрезку &С, вообще отличному от отрезка ЕВ. Поэтому 
в такой точке & функция /(х) не может иметь производной, но зато 
должны иметься два предела: 

fG+2)—FE+0) 
  

  

lim = где a>O0 (1) 
a>0 

и 

lim JETY—SE—9) , re a<0. (2) 
«>0 в 

Ясно, что первый предел (1) равен тангенсу наклона каса- 
тельной прямой к дуге СО в точке С, а второй предел (2) равен 
тангенсу наклона касательной прямой к дуге АВ в точке В. 

Заметив это, возьмем ряд Фурье для рассматриваемой функции f (x): 

f (x) ~ZF+G,cosx +-b,sinx)4 2... + 

+-(2,cosnx-+b,sinnx)+ ... (3) 

Сумма 5,(х) его первых п--1 членов напишется в виде 

sin (n +5) а 

  

+e 

S++ | ле. dat tp, (4) 
2 sin > 

где 1„-»+0, когда п» - со.
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Случай первый. Сходимость ряда Фурье во внутренней 
точке х дуги. 

По лемме 2, $ 141, имеем: 

1 sin(n+ 5) 

“x + cos %--cos 2Zat ... +cosna = —-———_+_,, 
2 sin 5 

Умножив на ~ da и интегрируя т пределами 0 и --т, имеем: 

] sin ( ("+5 i 
Виан мы (5) 

2 x sin 

Аналогично имеем: 

] 2 sin (x +5) a. 1 

cf [> gaa. (6) 
—к sin 5 

Каждый из интегралов (5) и (6) можно разбить на две части: 

т & т 0 0 —s 

1 1 1 ] 1 1 ° 

хр ня = ++]. 
0 0 € —T —= —т 

из которых вторые части стремятся к нулю, когда п со (см. 
$ 142). Следовательно, имеем: 

1 sin ("+ 

еее I sat (5*) 
2 sin x 

И 

sin (+5 

= ен аи (6*) 
2 зв = 5 

где 1, ->О ит) —0, когда tote, 

Складывая (5*) и (6*), мы находим: 

Ща из) - da+ 4+ 17 (7) 
_ 2 sin > 

Умножив равенство (7) на постоянное ] (х), мы получаем: 

ру sin (72 -+ 
= f 1 (х). as z)" dat (1+ a,)+ f(x). (8 

5.
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Вычитая равенство (8) из равенства (4), мы получаем: 

  S,(x)—f (x) == f Leto) — FC) -—— за (#5) а. 4% 
—в 2 sin > 

+1, — ("+ WF): f(x). 9) 
Полученное равенство (9) чрезвычайно важно, ибо из него прямо 

следует сходимость ряда Фурье к функции } (х) во всякой 
ее точке непрерывности х. 

  В самом деле, первая дробь ея, стоящая под 
интегралом, есть непрерывная функция аргумента © в точке я = 0, 
ибо эта дробь стремится к определенному пределу 1’ (х), когда я —>0 
по любому закону и будучи любого знака. Но эта дробь также 
непрерывна и во всякой другой точке ох отрезка [--е=—=а=—< |, 
ибо разрыв мог бы случиться только по причине разрыва уменьшае- 
мого ] (ха). А чтобы этого не произошло, мы можем взять число е 
меньше расстояния точки непрерывности х до ближайшей концевой 
точки дуги. В этих условиях ясно, что (ха) будет непрерывной 
функцией на всем отрезке [--=е=—=&=-—:]. 

a 
Вторая дробь ——_ есть непрерывная функция на отрезке 

2 sin > 

[-— == “= |, ибо она стремится к 1, когда a->0 по любому 
закону, и непрерывна в других точках отрезка [— = =а=--:]. 

Поэтому к интегралу (9) применима лемма 165 141, и, следова- 
тельно, вся правая часть равенства (9) стремится к нулю, когда 
n—» +00. 

Таким образом, имеем равенство: 

lim 95, (х)=1(%), (10) 
в» +00 

выражающее сходимость ряда Фурье к Г(х) во всякой внутрен- 
ней точке х дуги. 

Случай второй. Сходимость ряда Фурье в конце Ё дуги. 
В этом случае’ усеченный интеграл Дирихле (4) разбиваем на 

две половины: 

© sin nk а 

5, а Дубно. te) ant 
0 2 sin 

С sin nt а - 

+h [rete | я т = мт» (10 
sin = — 5 

/ и 

где мы через /, обозначим первый интеграл, а через [, — второй.
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! 

Вычислим предел первого интеграла /., когда п —- оо. Для 
f 

этого умножим равенство (6*) на f(€-+0) wm BEruTem u3 J,. Имеем: 
+e 

 _LE+0) 1 fFE+9—FE+0 2 
a 2 т a 

x 
2 sin 5 

Х sin (n +5) -da—7"fE+0). (12) 
f(E+a)—FE+0) 

a 

есть непрерывная функция аргумента a@ Ha oTpe3Ke [Oc a<-t-é], 
ибо, во-первых, она непрерывна справа в точке х —=0 и ее предел 
в этой точке равен тангенсу наклона касательной в конце С дуги СО, 
и, во-вторых, она непрерывна во всякой другой точке х отрезка 
[0=—= = --=|, когда число е взято меньшим расстояния от точки раз- 

рыва & до ближайшей из других концевых точек. 
Поэтому интеграл, стоящий в правой части равенства (12), в силу 

леммы 1 $8 141, стремится к нулю, когда п-—>-- со. Отсюда сле- 
дует, что 

lim =, (13) 
п> со 

Совершенно так же вычисляется предел второй половины J, HHTe- 
грала Дирихле (11): умножая равенство (5*) на Г (Е—0) и вычитая 

и 

из [., находим: 

По-прежнему заключаем, что первая дробь 

  

  

0 

n= ero Ie—), a — xX (14) 

: 2 за — 
2 

аще 5) -а a—n (5 —0). 

Так как первая дробь Л ные G—9) непрерывна на отрезке 

[-—- =4=0], то, в силу леммы 1 $ 141, интеграл, стоящий в пер- 
вой части равенства (14), стремится к нулю, когда п -> -{ со. Следова“ 
тельно, имеем: 

1—0) 
2 % lim /,= (15) 

п>-+ с 

Принимая во внимание то, что в равенстве (11) 1,-—»0, когда 
п со, мы на основании формул (13) и (15) получаем оконча- 
тельно: 

lim S,@) = ET Te— 9) (16) 

n>+co 

Таким образом, мы пришли к следующему важному предложению: 
Основная теорема. Если функция } (х) изобразима на отрезке 

длиной 2п конечным числом отдельных непрерывных дуг, имею-
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щих во всякой точке касательную прямую, тогда ряд Фурье для 
функции f(x) сходится в каждой точке: если х есть точка 
непрерывности функций / (х), сумма рассматриваемого 
ряда Фурье равна ](х); если Ё есть точка разрыва функ- 
yuu f(x), сумма этого ряда равна среднему арифметическому 

тео ve (—0) пределов справа и слева в точке &. 

Пример 1. Показать, что тригонометрический ряд 

sin x-+ > sin Qe to sin 3х ... + sin nx ... 

всюду сходится и имеет сумму Г (х) =F (n—x) внутри отрезка [0, ж]|, 

сходясь к нулю в его концах. 
Решение. Разлагая в ряд Фурье указанную функцию, имеем: 

an 

asf + (B—a) cos na da = 0, n=0, 1, 2,... 
0 

2x 

1 1 1 
= f 5 (п-— а) зв па 4а =. 

0 

Поэтому ряд Фурье имеет написанный вид и обязан сходиться 

Ky (x— x) внутри [0, 2*]. В его концах находятся точки разрыва разла- 

гаемой функции, ибо она должна быть периодической с периодом 2. 
Поэтому сумма ряда Фурье в концах отрезка [0, 2*] должна быть полу 
суммой значений слева и справа, т. е. должна быть равна нулю (рис. 166). 

  

       
Я   

Рис. 166 Рис. 167 

Пример 2. Разложить в тригонометрический ряд функцию Л(х), равную 
постоянной с внутри [0, | и равную —с внутри [—*, 0] (рис. 167). 

Рещенце. Имеем: 
0 к 

| ТЫ 1 
an = f —e cos nada ++ -- с с0$ па да = 0, 

-_т 0 

0 + 

1 ] 4c 
фи = = — с sin na da + = --¢ sin na da = дя. , если п нечетное, 

-® 0 

— 0, если п четное.
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Значит, ряд 

4с зшЗх ‚ за5х , ча 7х 
= (sin 2+ 5 + Е + 7 +...) 

имеет суммой —с внутри (0, п) ис внутри (-—т, 0). В их кон- 
цах сумма ряда определяется по закону среднего арифметического предель- 
ных значений слева и справа, ибо это — точки разрыва для разлагаемой 
функции. 

  

  

ЗАДАЧИ 

1. Разложить непрерывную функцию, показанную на графике (рис. 168). 
. sin3x , sin 5x Ore, (sin -— ...).   

2. Разложить непрерывную функцию, показанную на графике (рис. 169). 
п cos6x , cos 10x 

Отв. <7 ——(cos 2x + 33 -- 5 +...).   

  

  

  

  

Рис. 168 Рис. 169 

3. Показать, что ряд За х — ae + sin oe — sin -- ... имеет сум- 

мой ^ внутри [— т, {+ *]. 
2 

4. Показать, что ряд с0$ — sos oe + sos oe — — a -- ... изображает     

я 52 
ва на [— x, + x}. 

5. Показать, что 

  

  

7 cos 3x , cosdx« п п 
д = 508 — —5 -- 5... внутри | — >, +5 |. 

6. Показать, что 

TX sindx , sin dx п п 
ово... на |, +5 |. 

$ 144. Гармонический анализ. Вообще исследование чисто 
периодического явления нередко называют гармоническим анализом. 
Таковы, например, в электротехнике явления напряжения в машинах 
переменного тока, в акустике — музыкальные тона, в медицине — 
кардиограммы, в астрономии — явления переменных звезд (Цефеиды) 
и т. д. Имея какое-нибудь явление } (Г), протекающее во времени, 
и которое предполагают периодическим с периодом Р, обычно ста- 
раются «анализировать» это явление, «разложив» его на простейшие 
периодические «слагающие», за каковые обычно принимают <rap-
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моники», т. е. слагающие, протекающие по закону синуса и косинуса: 

a, cos 20” rit р. $ 

ар моникой», или  рмоникой п-порядка». 
Когда хотят разложить предполагаемое периодическим с перио- 

дом Р какое-нибудь явление /(Р) на простые гармоники, для этого 
пишут равенство 

ок вены wee 

+ (в. cos 27" ath, sin oon [+ ... (1) 

   . Написанное выражение называют «и-й 

и определяют коэффициенты а„, 6, этого разложения по формулам 

Фурье 
Р 

= f (a) cos 5% na da 
0 

} 

| n==0, 1, 2, 3,... (2) 

пм | 

Эти формулы выводятся из данных выше формул Фурье с помощью 
у 

простой подстановки х-==-р 1. 

Для того чтобы несколько упростить вычисления, руководятся 
тем соображением, что в случае четной функции ) (Г), т. е. не 
изменяющей своей величины при замене Ё na —?, f(—f4)—/f (4), 
в ряде Фурье должны остаться одни косинусы, а синусы должны 
исчезнуть, ибо при них все коэффициенты р, будут нулями. И, на- 
оборот, если }(Ь) есть функция нечетная, т. е. такая, что 7 (— #) = 
=-— f(t), TO TOrMa все косинусы должны исчезнуть и остаться одни 

синусы. 
Написанное разложение (1) годится во всяком отрезке длины 

периода Р. Чаще всего применяют его в отрезке [0, Р] или в отрезке 
Р Р 

|->, += |. 

Чтобы совсем освободиться от всяких вычислений, применяют 
{когда могут) особые аппараты, называемые гармоническими анали- 
заторами и дающие прямо, при обводе иглой эмпирической периоди- 
ческой кривой / (2), большое число коэффициентов Фурье для f (A) 
{в лучших аппаратах до 45 гармоник). Применяют иногда немехани- 
ческие методы: катодные лучи, резонанс и т. д. 

$ 145. О наименьшей средней квадратичной погрешности. 
К коэффициентам Фурье приводит еще и другая задача. Пусть f (x) 
есть всюду непрерывная периодическая функция с периодом 2.
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Обозначим через Г,„(х) какой-нибудь тригонометрический многочлен 

T (= -Н (а cosx-+-b,sinx)-+- ... +(a,cosnx-+-b, sin nx), (1) 

оканчивающийся на члене a, cosnx +b, sinnx. 
Если мы заменим функцию ] (х) через Т„(х), мы совершим неко- 

торую ошибку. Дело сводится к ее оценке. Для этого пишут интеграл 

ак 

I= f Uf (@)—T, ФР ах (2) 
0 

и называют его величину средней квадратичной погреш- 

НОСТЬЮ. 
Для одних тригонометрических многочленов Г,(х) она велика, 

и тогда такие Г„(х) не годятся для приближенного изображения 
функции { (х); для других она мала. Вопрос ставится теперь об оты- 
скании такого тригонометрического многочлена Г„(х), для которого 
эта погрешность была бы найменьшей. 

Для этого нужно сделать интеграл Г наименьшим по величине, 
подобрав для этого надлежащим образом коэффициенты @%, 41, 0), ... 
..., @,, 6, Этот интеграл / есть, следовательно, функция 21 -{- 1 
действительных переменных, и мы должны искать ее минимум по 
принципу функций многих переменных, т. е. написав уравнения 

0! ol 
да; — 0 a 95,79 (3) 

где А —=0, 1,2,..., п. 

Ясно, что 
an 

i= — | 2G)—7, (x)] -coskx - dx 

(4) 

  
an 

= feu (x) —T,, (x)] + sinkx « dx. 

Произведем указанные вычисления: 

2 2% 

of 9 ff (@coskada+2 [т (@)cos ka da = 
0 0 

2x 

=——2[ f@coshada+2na,
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и, аналогично, 

2% 

al 72 f ¢@ sin na da +-2nb,. 
0 

В силу равенства (3), мы должны иметь: 

22 

1 
a,=+ [ f(a) coskade 

0 

и 22 (5) 

b,= + fr (a) sin ka da. 

0   9 

А это и есть формулы Фурье. 
Таким образом, из всех тригонометрических многочленов Т„(х) 

только тот делает среднюю квадратичную погрешность мини- 
мальной, у которого коэффициенты суть коэффициенты Фурье.



  

ГЛАВА ХИ 

МЕТОД АКАД, С. А. ЧАПЛЫГИНА ПРИБЛИЖЕННОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

$ 146. Дифференциальные неравенства С. А. Чаплыгина. 
В заданном дифференциальном уравнении 

SY = f (x, ¥) (1) x 

мы предполагаем правую часть /(х, У) непрерывной функцией 
в некоторой части плоскости ХОУ и, кроме того, удовлетворяющей 
в этой части плоскости какому-нибудь условию, обеспечивающему 

единственность инте- 
у грала. Например, мы можем 
| просто предположить, что 

of 
В этой части плоскости ду 

2 имеет везде конечную 
M, 1:9 ( величину. В этом предполо- 

      
жении в рассматриваемой ча- 

Ye сти плоскости (рис. 170) че- 
— —_х Ре3 всякую точку Mo (Xo. Vo) 

0 Lo проходит заведомо един- 
ственная интегральная кривая 

Рис. 170 у = у(х). К сожалению, эта 
интегральная кривая почти 

всегда нам неизвестна. Поэтому в целях практики необходимо 
искать другую кривую, нам уже известную, проходящую через 
эту же точку /№М(х, У) и заведомо столь близкую к известной 
интегральной кривой у = у(х), что практически можно брать вместо 
ординат интегральной кривой у == у(х) ординаты этой приближенной 
кривой. 

К отысканию приближенной кривой служит весьма замечательная 
и чрезвычайно простая теорема С. А. Чаплыгина, получившая название 
теоремы о дифференциальных неравенствах. 

Вот ее формулировка.
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Непрерывная кривая у=о9(х), вдоль которой справедливо диф- 

ференциальное неравенство a. f(x, v)>90 wu которая проходит 

через точку М (ху, У), при х> хх лежит выше интегральной 
кривой у == у(х), проходящей через ту же самую точку Му. Анало- 
гично, непрерывная кривая у,==и(х), проходящая через Му, лежит 
ниже этой интегральной кривой, если вдоль нее справедливо диф- 

du 
ференциальное неравенство an f(x, 4) <9. 

Доказательство. Прежде всего обе кривые у(х) и v(x) 
выходят из точки М. Поэтому У == У (%) =9(%) =%% и, следова- 
тельно, 

А (хо, 90) = F (Xo. Yo) = (3) . (2) 

Дифференциальное же неравенство 

du du __ Е ау 
ах > у (х, Vv) дает (=). > f (Xp, Uo) — (az), . (3) 

Это указывает на то, что наклон кривой х (х) к горизонту в точке м 
более крутой, чем соответствующий наклон кривой у(х). Отсюда 

у 
| 

  
  

  

  
Рис. 171 

следует, что кривая 9(х), выйдя из начальной точки Му, сначала 
лежит безусловно выше интегральной кривой у(х). Сущность же 

‚ теоремы состоит в том, что при дальнейшем своем течении кривая ® (Хх) 
никогда не может пересечь интегральной кривой у(х) и, значит, 
поэтому вынуждена и дальше продолжать оставаться выше нее. 
В самом деле, если бы кривая 9(х) пересекалась в дальнейшем 
с интегральной кривой У(%), то тогда имелась бы среди точек 
пересечения и самая первая. Пусть это будет точка М, (х., yy).
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Но в силу дифференциального неравенства в точке М,, как и раньше 

в точке М, мы обязаны иметь неравенство (=) > (=) , 
ах х=х, ax xm, 

показывающее, что наклон кривой 9(х) к горизонту в точке х, 
также более крутой, чем соответствующий наклон кривой у(х). 
А это невозможно, потому что в этом случае кривая 9(х) должна 
была бы влево от точки М, лежать под интегральной кривой у(х) 
и, значит, точка М, не была бы первой точкой пересечения после Мь 
обеих кривых 9(х) и у(х) (рис. 171). 

Итак, необходимо имеем обыкновенное неравен- 
ство U(X) > у(х) до тех пор, пока имеется дифферен- 

циальное неравенство & _ f(x, v) > 0. 

AHaANOrHUHO, HEOGXOAZHMO HMeeCM OOH KHOBEHHOE HEe- 
равенство #(х) < у(х), если имеется дифференциаль- 

du 
ное неравенство ЕЛ, и) <0, причем кривая #(х) про- 

ведена через начальную точку М. Ч. т. д. 
$ 147. Метод С. А. Чаплыгина. Когда дается дифференциальное 

уравнение 

29. == (х, У), (1) 

его, вообще говоря, проинтегрировать нельзя, кроме очень редких 
случаев. Поэтому, когда наудачу подставляют в уравнение (1) вместо 
неизвестной нам функции у(х) какую-нибудь случайно взятую функ- 
цию 2(х), то всегда будем иметь дифференциальное неравенство 

dz 
Fn HI, aso. 

Важность теоремы С. А. Чаплыгина о дифференциальных нера- 
венствах заключается в том, что по самому знаку дифференциального 
неравенства мы можем с уверенностью судить о том, по какую сто- 
рону неизвестной нам интегральной кривой у(»\) ляжет взятая нами 
кривая 2(х); если знак неравенства >>, то 2(х) лежит выше у(х); 
если же знак неравенства <, то 2(х) лежит ниже у(х) (рис. 172). 

Имея пару [9 (х), и(х)|] кривых, проходящих через начальную 
точку Му из которых первая удовлетворяет дифференциальному 
неравенству 

dv 
Fe Ie > 9, (2) 

а вторая — дифференциальному неравенству 

du 
ay Fe, 1) < 0, (3) 

мы теперь знаем, что первая кривая 9(х) лежит строго выше второй 
кривой й(х) (кроме начальной точки /№М№) и что неизвестная нам



МЕТОД С. А. ЧАПЛЫГИНА 401 

интегральная кривая У(х) заведомо должна содержаться между ними 
(рис. 173). 

Такая пара кривых, удовлетворяющая дифференциальным нера- 
венствам, называется начальной парой и обозначается сокра- 

у 

  

      
Рис. 172 

щенно через [, <] ввиду того, что из нее выводятся по определенному 

правилу — одна по одной, каждая следующая из предыдущей — даль- 
нейшие пары: 

  

      

7 
{z,, U,], [4o, Uo], [43, Us]. -- +> 

[Zn» Unl, oes (4) 

(2 
также удовлетворяющие \ 
дифференциальным неравен- м/о им 

CTBaM: 
i Yo 
Ln — f(x, u,)< 90, rt — F(X. te) 5 г у 

dv 

“ax 1% 4) > 0 Puc. 173 

и все теснее и теснее охватывающие искомую интегральную кри- 
вую у(х) (рис. 174). 

Таким образом тратить силы на поиски всех дальнейших пар 
([#„, 9„| нет необходимости, потому что все они, одна за другой, 
получаются по определенному правилу. Но, к сожалению, для поисков 
начальной пары [и, 9] нет никаких правил и поэтому ее приходится 
получать из каких-нибудь сторонних соображений, геометрических 
или алгебраических. 

26 Интегральное исчисление
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Ясно, что имеются начальные пары [Z, 9] с кривыми 9(х) и и(х), 
идущими столь же далеко, как простирается сама интегральная кри- 
вая У(х). Это следует из того, что для всякого положительного в, 
ё > 0 два дифференциальные уравнения: 

во (х, де и АУ (х, де (5) 

дают верхнюю 9(х) и нижнюю #(х) кривые начальной пары [и, VI, 

ибо имеем a f(x, 9) >0 x 4 ух. у) > 0. 

К сожалению, дифференциальные уравнения (4) интегрировать 
столь же трудно, как и само первоначальное уравнение (1). 

у 
$ 

Yl2) 
7 

Mo 

Yo 

    
Puc. 174 

Здесь полезно заметить следующее: если нам ‘удалось отыскать 
две непрерывные функции f,(x, У) и 1[.(х, У), между которыми 
заключена данная непрерывная функция /(х, У), т. е. если 

File У < Л, у) «Л, У) (6) 

и если эти две функции }, и Х› таковы, что оба дифференциальные 
уравнения 

dy dy п ==Л1 (<, У и -и=ЛС, у) (7) 

лэгко интегрируются, то их интегральные кривые ИЦ (х) и У (х) 

A = fy (x, (7), Oe = fala, у), (8)
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проходящие через начальную точку М (х., Уо), образуют пару [U,V], 
охватывающую с обеих сторон искомую интегральную кривую у(х) 
данного дифференциального уравнения (1). 

В самом деле, из алгебраических неравенств (6) и дифференциаль- 
ных уравнений (8) следуют оба дифференциальные неравенства: 

Ч у(х, 0 и Ч. У) >00. (9) 
Метод, который дал С. А. Чаплыгин для построения бесконечной 

последовательности (4) пар, все теснее и теснее охватывающих искомую 
интегральную кривую у(х), как раз и состоит в подборе таких функ- 
uni f(x, vy) u fo(x, У), для которых оба дифференциальные урав- 
нения (7) интегрировались бы без труда. Для этой цели С. А. Чап- 
лыгин прибегает к линейным дифференциальным уравне- 
ниям, т. е. уравнениям вида 

ау __ == Ау- В, (10) 

гле Аи В зависят только OT X. 

$ 148. Безграничное приближение. Для того чтобы было воз- 
можно ограничиться при построении сжимающихся пар (4) только 

    
  

  

с 
А 

& 

Ef f2) 

A 
7 

a 
| 9 ; P —х 

>, 4,2, ~~ и, 

My AT) / 7 
Илит 

U, & 

„/ 
Рис. 175 

линейными дифференциальными уравнениями (10), С. А. Чаплы- 
2 а гин сделал естественное предположение, что производная ne сохра- 

няет неизменный знак в рассматриваемой части плоскости ХОУ. В этом 
предположении поверхность 6 ={(х, у) разрезается плоскостями, 
перпендикулярными к оси ОХ, по кривым, обращенным своей выпук- 

ау d*f 
лостью либо вниз, если Че > 0, либо вверх, если ая < 0, 

26*
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На рисунках 175 и 177 изображены оба эти случая: на первом — 

  

2 2 

случай положительной а ы ‚ на втором — случай отрицательной a 

Имея п-ю пару кривых [и„(х), 9„(х)] уже построенной и удо- 
влетворяющей дифференциальным неравенствам: 

du, 
} ax — f(x, u,)<0 

  

av, 
ax — f(x, 9") > 0, (11) 

  

мы замечаем, что при 3a- 
данном х и переменном у, 
изменяющемся в границах 

и (х)< у< 9, (х), дуга АВ 
кривой & = f(x, у) лежит между 

  

    xy Uf, (2) $ Up, 12) _  хордой АВ и касательной АТ 
(или ВТ), проведенной в конце 

Рис. 176 А (или В) к этой дуге. На 
рис. 176 и 178 секущая пло- 

скость, раньше (т. е. на рис. 175 и 177) проводившаяся в пространстве 
через точку х перпендикулярно к оси ОХ, теперь положена на самую 

      4%   
  

Рис. 177 

плоскость чертежа. Из этих рисунков 176 и 178— нам сразу понятно, 
что численные значения функции C=: f(x, у), при любом заданном х 
и при переменном у, изменяющемся в границах и„ (х) < у<ч,(х),
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заключены между лвумя линейными от буквы у функциями. 

Li(y) u L(y), где 

  Ly (9) = LE DALE Od) (y — ag) FI (%, te) (12) 
И 

La N= Lie, ty) I— Uy) AS Cs ty) (13) 
ибо L,(y) выражает ординату хорды АВ, восставленную в точке у, 
а [.(уУ) выражает ординату касательной АТ, восставленную в той же: 
точке у. 

Если касательная берется в точке В, то функцию Ё,(У) следует 

заменить функцией 

15 (У) = Л, (х, 9,)(у— о) 

+ Л(&, 9,). (13°) 
Отсюда мы заключаем, что, 

если напишем два линейные по A Lely} 
букве у дифференциальные урав- 
нения 

т 

  WIN8 И HL (yu Zab (y), (14) © 
    х| 1) 9 им 

или соответственно 

а а + Fe =i) 4 = EO), (14%) Puc. 178 
то искомая интегральная кривая у (х) дифференциального уравнения (1} 
содержится между обеими интегральными кривыми у,(х) и у›(х)} 
соответственно первого и второго дифференциальных уравнений (14) 
или (14*), проведенными через начальную точку Му(хо, Vo). 

.Значит, если мы обозначим через 9„.:(х) верхнюю из этих двух 
интегральных «кривых У, (х) и (уУ2)х, а через и„.,:(х) — нижнюю, то: 
будем иметь алгебраические неравенства: 

И+1(х) < У(х) < 9,1 (Х), (15) 

указывающие на то, что мы уже имеем построенной следующую пару 
кривых [и„.1(х), 9,.1(х)], причем это построение осуществлено 
через интегрирование только двух линейных дифференциальных 
уравнений (14) или (14*), т. е. является трудом, в принципе не пред- 
ставляющим никакого теоретического препятствия, ибо все делается 
только через квадратуры: мы ведь знаем, что интегрирование линей- 
ного уравнения первого порядка требует только выполнения квад- 
ратур.
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Чтобы доказать, что новая пара кривых [и„.(х), 9+4 (х)], только 
что выведенная из прежней (т. е. предыдущей) пары кривых [и, (х), 
9, (х)], действительно лежит внутри нее, нам достаточно просто при- 
бегнуть к теореме С. А. Чаплыгина о дифференциальных неравен- 
ствах. 

Здесь нам нужно разобрать только два случая: во-первых, 
4?} 4} 

Когда ‘туз >> 0, и, во-вторых, когда ау < 0. 

В нервом случае определим функции 9„.,(х) и и... (х) из 
уравнений (14). Мы имеем рис. 176, на котором сразу видно, что 

у, (х) >> У»(х) и, значит, 9.4.1 (х) = У, (х) и и, 1(х) == У2(х). Итак, 
имеем: 

du +4 __ du +1 

— — [1 (9,41) =0 и — — [2 (ии) =0. 

Подставим теперь в эти равенства вместо 9„., функцию 9,, 
з вместо и„.:-— функцию u“,. Мы получим, на основании предполо- 
женных неравенств (11), дифференциальные неравенства: 

    

   

и (в. — F(x, 9,)>0 

on (ин) = tn) <0,           

обнаруживающие, что UV, (xX) > 9, ..: (х) и #,(х) < и, (Хх), т. е. что 
выведенная пара [и„.1, 9„.1| действительно охватывается предыдущей 
парой [и „, 9, |. 

Во втором случае определим функции 9..1 (х) и и. (Х) из 
‘уравнений (14*). Мы имеем рис. 177, из которого ясно, что у, (х) < 
< У.(х) и, значит: 

9+1 (Хх) == У2(х) И И 1(х) == У, (Х). 

dun+4 
ak — (Ш) =0. 

Подставим теперь в эти равенства вместо 9„,, функцию U, (x), 
а вместо и. — функцию и„(х). Мы получим: 

dv * 
Итак, имеем: ot — 12 (9,41) =0 

  

   

dv adv 
St —1(v п) == „ЛХ, v,) 

И 

dup, 

ie d= 4 
            

Первое выражение положительно, а второе отрицательно в силу 
неравенств (11).
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Таким образом, и в этом случае выведенная пара [и „1, 9..1] 
охватывается предыдущей парой [и„, v,]. 

В заключение мы устанавливаем, что нигде не остана- 
вливающийся процесс составления и интегрирова- 
ния линейных уравнений 1-го порядка, указанный 
С. А. Чаплыгиным, развертывает безграничную по- 
следовательность пар кривых 

[и1, V1; [и›, Оо], [Z3, 93], eee ys [2,5 „|, eee, 

проходящих через начальную точку My(xX%, Vo), COmeDp- 
жащих каждая все следующие за ней и все теснее и 
теснее охватывающих, искомую интегральную кри- 
вую y(X). 

Остается узнать, какова быстрота, т. е. сила сходимости этого. 
процесса. 

$ 149. Быстрота сходимости процесса С. А. Чаплыгина... 
Для оценки п- 1-го приближения по методу С. А. Чаплыгина,. 
т. е. для оценки величины разности 7%, 4.4(X*)—4,41(*)=8,,,(*), 
следует обратиться к дифференциальным уравнениям (14), потому что 
одно из них дает верхнюю функцию 9,„.,(х) а другое — нижнюю 
функцию и,„..1(х). Приняв во внимание теорему о среднем Лагранжа, 
мы переписываем линейную функцию [,(у) в более удобном виде. 
(для уравнений (14°) рассуждения аналогичные): 

[1 (У) =, (х, 2) (у—я)-НУ(х, и»), 

где 2 есть число, заключенное между числами и; и 9, и <2«у,. 
7 и 

Но так как f, (x, z)=f, (x, Un) (2— 4) f ys (х, О, где Г— число, 

заключенное между числами и, и 2, т, е. в свою очередь содержа- 
щееся между и, их, и<Ь<о,, то имеем: 

(=, (в, ии) + фи, и) 
+ fya(%, 9 + (2—и„)(у—и»). (12+). 

Вычитая теперь из того дифференциального уравнения (14), ко- 
торое дает 9,„.!:, другое, дающее и„..:, мы имеем, очевидно, 

О р, и) Ва) А, 9-е) — и), (16) 
где берется верхний знак --, если из первого дифференциального. 
уравнения (14) вычитается второе, и где берется нижний знак — , 
если, наоборот, из второго уравнения (14) вычитается первое.
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Обозначая через Х и через в два положительные числа, превы- 
шающие соответственно абсолютные величины | Х, (х, У и| Дух , У) 

в рассматриваемой части плоскости ХОТ, 

Fe, У <>, | (, У < 

и приняв во внимание, что числа у и 2 заключены между числами и, их, 
а также, что 8,.,(х) есть величина ‘положительная, мы видим, что 
равенство (16) дает неравенство 

Dot) < 18 q41(2)-+ pds (2), (17) 

ибо имеем, очевидно, 

[2— и |< 8, (х) и |у— и |< 8, (м. 

Если мы теперь, вместо дифференциального неравенства (17) для 
‚функции д.1 (Хх), рассмотрим дифференциальное линейное уравнение 
относительно некоторой, пока нам еще неизвестной, функции Ал+1 (Хх), 
равной нулю для х = ху, Ал41 (Хо) = 0, 

А м А (0 НВА? (5, (18) 

то в силу теоремы С. А. Чаплыгина о дифференциаль- 
ных неравенствах мы заключаем, что полжны иметь алгебраическое 
неравенство 

би+1 (Хх) < Ап+1 (Х), (19) 

если справедливо алгебраическое неравенство 

6, (x) <A, (x). (20) 

Чтобы убедиться в этом, достаточно взять вспомогательное диф- 
‘;ференциальное уравнение 

4% (%) и (х)— 8 (х) = 0 (21) 
ах 

< начальным условием ® (хо) =0. 
Так как замена в нем функции ® (х) функцией би+1 (х)в силу (17) 

дает дифференциальное неравенство: 

as 2 Po NB n41 (2) — pds (2) <0,
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TO мы должны иметь всюду алгебраическое неравенство: 

8+1 (1) < 0(x). (22) 

С другой стороны, замена в дифференциальном уравнении (21) ин- 
теграла ®(х) функцией А„..1(х) дает положительный результат, 
ибо имеем: 

ал: (x) 

ах 
п+1 (Х) __ — Ang (X) — pda (x) = A АА л+1 (х) — pdr (x) + 

НВА» (<) — 20% (x) = в [А (х) — 61 (х)] = 

== p [A, (x)-+8, (x)] - [A, (x) —8, (x)] >0- 

Значит, мы должны иметь алгебраическое неравенство: 

в (х) < Ал+1 (Х). (23} 

Сопоставляя неравенства (22) и (23), мы окончательно получаем: 

1+1 (Хх) < Angi (x). 

Таким образом, чтобы оценить быстроту сходимости процесса: 
С. А. Чаплыгина, достаточно проинтегрировать линейное уравнение. 
(18), определяя интегральную функцию А+: (х) начальным условием 
Ал +1 (Хо) =0 и рассматривая предыдущую функцию А„(х) как уже 
известную. Это интегрирование ($ 106) нам дает х 

х 

Аа) == f pd, ()”™ dt 
Xo 

ИЛИ 

x 

Ana: (X)=p J eM—1) A® (¢) dt. (24) 
№ 

Мы предполагаем, что приближенное интегрирование 
рассматриваемого дифференциального уравнения (1) 
мы проводим на заранее нам заданном отрезке [хх < хх]. 

Длина этого отрезка поэтому является для нас известной нам 
постоянной величиной, которую мы обозначим через 2, [>> 0, т. е. 
х, — хо ==Ё. Другими такими же известными нам положительными 
постоянными величинами являются рассмотренные нами выше постоян- 
ные A wp, A>O np >O0. Oru три постоянные 2, Х ив являются 
для нас основными. 

Заметив это, введем теперь для удобства три положительные 
постоянные К, С и в, не основные но вспомогательные,
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потому что они выражаются через основные. Именно, мы полагаем. 

, 
= кг; (25) 
в — 1 
=a | 

Так как в формуле (24) буквы х и Ё обозначают числа, содержа- 
чциеся в отрезке [х, х!|, то разность х —, будучи положительной, 
не превосходит его длины Ё. Поэтому, равенство (24) дает неравенство 

А, +1) <К | № at. (26) | 
№ 

Предположим теперь, что для какого-нибудь целого неотрицатель- 
ного числа п справедливо неравенство 

A, (x) << C [e(x— x)" (27) 

для всех х, содержащихся в отрезке [ху, х.|. Тогда имеем очевид- 
ное неравенство 

4? (9 < Св — жа, 

благодаря которому неравенство (26) переписывается в виде 

Анн: (®) < К || Се — хор" 2 а. (28) 
№ 

После взятия определенного интеграла правая часть неравенства (28) 
становится равной 

КС?=?1+1—2 (х — же" 1-1 __ КС? [e (x —— x9) P22 t4—1 

pati ou = (2+1 — |) ° 
    

Так как в силу второй и третьей формулы (25) мы имеем, оче- 
1 

видно, КС ==е и так как число 2""` —1 для всякого п есть целое 
и положительное, то неравенство (28) переписывается просто в виде 

Angi (x) СЁ (х — ха, (29) 

Отсюда мы выводим важное заключение. 
Формула (27), которую мы допустили быть вер- 

ной для значка п, оказывается необходимо верной и
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тогда, когда значок п увеличиваем на единицу, 

поэтому она справедлива и для всех дальнейших 
величин значка п. 

В частности, достаточно выбрать для отрезка [х, х\] 
начальную пару [1 (х), 9 (х)], удовлетворяющую диффе- 

ренциальным нер авенствам С. А. Чаплыгина 

f(x, u)< 0, a _ f(x, v) > 0, 

такой, чтобы начальное приближение, осуществляе- 

мое этой парой 

3 (x) == A(x) = v(x) — a(x), 

было меньше постоянной С: 

8(х) < С 

на всем отрезке [ху, х!|, как все дальнейшие приближения 
$, (х), 8 (х), ..., 8, (х),..., РрРазвертываемые по методу 
С. А. Чаплыгина, необходимо удовлетворяют везде 
на этом отрезке неравенству 

6, (х) <A, (x) << Cle (x — ху" -*. (30) 

Чтобы оценить быстроту сходимости этого процесса, достаточно 

заметить, что на отрезке [х,, х) мы имеем Ох х— х<Ёи что 

1 
по формуле (25) имеем в==5т. Следовательно, 

(х) <cl5] = . (31) 

Необыкновенная сила сходимости этого процесса становится броса- 
ющейся в глаза, когда мы сравним ее со сходимостью процессов, фигу- 
рирующих в классическом анализе: там быстрота сходимости счи- 
тается счастливо достигнутой, когда она типа геометрической 

прогрессии, т. е. когда в знаменателе стоят числа 22"; она счи- 
тается перевыполняющей все требования, могущие к ней 
быть предъявленными, когда в знаменателе стоит‘ факториал п! == 
—1.2.3....п. Но в рассматриваемом процессе в знаменателе 

стоят числа Ферма 22", рост которых неизмеримо превосходит даже 
рост факториала п! В этом отношении метод С. А. Чаплы- 
гина является собственно не имеющим прецедентов.
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Без сомнения можно получить еще сильнее сходящиеся процессы, 
хотя бы оставляя нетронутыми лишь некоторые члены какого-нибудь 
сходящегося ряда, расставленные на надлежащих местах, и заменяя 
все прочие нулями. Но в данном случае мы имеем дело с геометром, 
не имевшим обыкновения составлять искусственные примеры 
для подтверждения того или другого мнения: он обычно удовлетво- 
рялся теми процессами, которые естественным образом выте- 
кали из хода его практических изысканий.
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